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ａｎｄｓｔｒｕｃｔｕｒａｌｄｙｎａｍｉｃｓｏｆａｎａｉｒｂｒｅａｔｈｉｎｇｈｙ

ｐｅｒｓｏｎｉｃｖｅｈｉｃｌｅ．Ｉｔｗａｓｓｈｏｗｎｔｈａｔｔｈｅｅｆｆｅｃｔｓｏｆ

ｔｈｅａｅｒｏｄｙｎａｍｉｃｈｅａｔｉｎｇｏｎｔｈｅａｉｒｃｒａｆｔｒｉｇｉｄｂｏｄｙ

ｐｏｌｅｓａｎｄｚｅｒｏｓｗｅｒｅｎｅｇｌｉｇｉｂｌｅ．

Ｕｐｔｏｎｏｗ，ｔｈｅｒｅｉｓｎｏｓｔｕｄｙｏｎｔｈｅｖｉｂｒａｔｉｏｎ

ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｏｆｔｈｅｓｕｐｅｒｓｏｎｉｃｏｒｈｙｐｅｒｓｏｎｉｃｆｌｙ

ｉｎｇａｉｒｃｒａｆｔｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇｈｅａｔｉｎｇａｎｄａｘｉａｌｌｙｍｏｖ

ｉｎｇｅｆｆｅｃｔｓ．Ｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ，ｔｈｅａｕｔｈｏｒｓｆｏｃｕｓｏｎ

ｔｈｅｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｖｉｂｒａｔｉｏｎｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｏｆａｎａｘｉａｌ

ｍｏｖｉｎｇｂｅａｍ ｔｏｇｅｔｈｅｒｗｉｔｈａｅｒｏｄｙｎａｍｉｃｈｅａｔｉｎｇ

ａｎｄｍａｓｓｃｈａｎｇｉｎｇｉｎｆｌｕｅｎｃｅ．

 ﹣﹦﹢ ﹥﹦

 ﹦┆┊┉┄┃┄│┄┉┄┃

Ｆｉｇ．１ｓｈｏｗｓａｎＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉｂｅａｍｗｈｉｃｈ

ｉｓａｆｒｅｅｆｒｅｅｅｌａｓｔｉｃｂｅａｍａｎｄｍｏｖｅｓａｌｏｎｇｔｈｅａｘ

ｉａｌｄｉｒｅｃｔｉｏｎ．Ｔｈｅｌｅｎｇｔｈｏｆｔｈｅｂｅａｍ ｉｓ牓，ｔｈｅ

ｆｌｅｘｕｒａｌｒｉｇｉｄｉｔｙｉｓ爠爤（牨），ａｎｄｔｈｅｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎｉｓ

ａｒｂｉｔｒａｒｙｗｉｔｈｍａｓｓｐｅｒｕｎｉｔｌｅｎｇｔｈ犱（牨）ｗｈｉｃｈｉｓ

ｓｉｍｉｌａｒｔｏｔｈｅＸ５１ａ．Ｔｈｅｂｅａｍｉｓａｓｓｕｍｅｄｔｏｂｅ

ｉｎｅｘｔｅｎｓｉｂｌｅｗｉｔｈａｎａｒｂｉｔｒａｒｉｌｙｐｒｅｓｃｒｉｂｅｄａｘｉａｌｌｙ

ｖｅｌｏｃｉｔｙ牤（牠）．Ｓｍａｌｌｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｖｉｂｒａｔｉｏｎｏｆｔｈｅ

ｂｅａｍ ａｂｏｕｔｉｔｓｔｒｉｖｉａｌｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｉｓｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ

ｈｅｒｅ．Ａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏｔｈｅｆｉｘｅｄｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍ

ｓｈｏｗｎｉｎＦｉｇ．１，ｔｈｅｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｏｆ

ｔｈｅｂｅａｍｐａｒｔｉｃｌｅｉｎｓｔａｎｔａｎｅｏｕｓｌｙｌｏｃａｔｅｄａｔｓｐａ

ｔｉａｌｐｏｓｉｔｉｏｎ牨，ｗｈｅｒｅ０＜牨＜牓，ｉｓ牪（牨，牠）．

Ｆｉｇ．１ Ａｘｉａｌｌｙｍｏｖｉｎｇｂｅａｍｗｉｔｈａｒｂｉｔｒａｒｙｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎ

Ｔｈｅｔｏｔａｌｋｉｎｅｔｉｃｅｎｅｒｇｙｏｆｔｈｅｂｅａｍｉｓ

爴爠＝
１

２∫
牓

０
犱牤
２
ｄ牨＋

１

２∫
牓

０
犱（牪牠＋ 牤牪牨）

２

［ ］ｄ牨 （１）
ｗｈｅｒｅｔｈｅｆｉｒｓｔｔｅｒｍｉｎＥｑ．（１）ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓｔｈｅｋｉ

ｎｅｔｉｃ ｅｎｅｒｇｙ ａｓｓｏｃｉａｔｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｌｏｎｇｉｔｕｄｉｎａｌ

ｔｒａｎｓｌａｔｉｏｎａｌｍｏｔｉｏｎｏｆｔｈｅｂｅａｍ，ａｎｄｔｈｅｓｅｃｏｎｄ

ｔｅｒｍｔｈｅｋｉｎｅｔｉｃｅｎｅｒｇｙａｓｓｏｃｉａｔｅｄｗｉｔｈｔｈｅｔｒａｎｓ

ｖｅｒｓｅｖｉｂｒａｔｉｏｎ．

Ｔｈｅｐｏｔｅｎｔｉａｌｅｎｅｒｇｙｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍ，ｉｎｃｌｕｄ

ｉｎｇｔｈｅｐｏｔｅｎｔｉａｌｅｎｅｒｇｉｅｓａｓｓｏｃｉａｔｅｄｗｉｔｈｔｈｅａｘｉａｌ

ｆｏｒｃｅａｎｄｔｈｅｆｌｅｘｕｒｅｒｉｇｉｄｉｔｙ，ｉｓ

爼爠＝
１

２∫
牓

０
［爮（牨）牪牨

２
＋ 爠爤牪牨牨

２
］ｄ牨 （２）

ｗｈｅｒｅ爮（牨）ｉｓｔｈｅａｘｉａｌｆｏｒｃｅ．Ｔｈｅａｘｉａｌｆｏｒｃｅｉｎ

ｔｈｅｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｌｙｔｒａｎｓｌａｔｉｎｇｂｅａｍｉｎＦｉｇ．１ｉｓ

爮（牨）＝－∫
牓

牨
犱ｄ牨牤 （３）

Ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｅ Ｅｑ．（１） ａｎｄ Ｅｑ．（２） ｉｎｔｏ

Ｈａｍｉｌｔｏｎｓｐｒｉｎｃｉｐｌｅ

犠∫
牠２

牠１［ ］（爴爠－ 爼爠）ｄ牠＝ ０ （４）

Ｓｅｔｔｉｎｇｔｈｅｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓｏｆ犠牪ｔｏｚｅｒｏｙｉｅｌｄｓ

ｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｅｑｕａｔｉｏｎ

犱（牪牠牠＋ ２牤牪牨牠＋ 牤牪牨＋ 牤
２
牪牨牨）＋ 犱牨牤（牪牠＋ 牤牪牨）－

（爮牨牪牨＋ 爮牪牨牨）＋ （爠牨牨爤＋ ２爠牨爤牨＋

爠爤牨牨）牪牨牨＋ ２（爠牨爤＋ 爠爤牨）牪牨牨牨＋

爠爤牪牨牨牨牨＝ ０ （５）

ｗｈｅｒｅｏｎｌｙｔｈｅｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｅｆｆｅｃｔｏｎｔｈｅｅｌａｓｔｉｃ

ｍｏｄｕｌｕｓｉｓｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ．Ｔｈｅｅｌａｓｔｉｃｍｏｄｕｌｕｓｏｆ

ｍｅｔａｌｃａｎｂｅｅｘｐｒｅｓｓｅｄａｓｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｆｏｒｍｕｌａ

ｂｙｔｈｅｒｍｏｅｌａｓｔｉｃｔｈｅｏｒｙ，ｗｈｅｒｅｔｈｅｓｅｃｏｎｄｏｒｄｅｒ

４６１ ＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｆＮａｎｊｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＡｅｒｏｎａｕｔｉｃｓ＆Ａｓｔｒｏｎａｕｔｉｃｓ Ｖｏｌ．２８



ｉｔｅｍｉｓｎｅｇｌｅｃｔｅｄ
［１３］

爠＝爠０＋ 爠１Δ爴＝ 爠０ １＋
爠１

爠０槏 槕Δ爴 ＝

爠０（１＋ 犜爠Δ爴） （６）

ｗｈｅｒｅ爠０，爠１，爠２ａｒｅｔｈｅｍａｔｅｒｉａｌｃｏｎｓｔａｎｔｓ，犜爠＝

爠１燉爠０ｉｓｔｈｅｔｈｅｒｍｏｅｌａｓｔｉｃｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ．

Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｉｎｇ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｆｏｒ

Ｅｑ．（５）ａｒｅ

牪牨牨（牓，牠）＝ 牪牨牨（０，牠）＝ ０

牪牨牨牨（牓，牠）＝ 牪牨牨牨（０，牠）＝ ０ （７）

 ┅┉━┈┇┉┏┉┄┃

ＴｈｅＧａｌｅｒｋｉｎｓｍｅｔｈｏｄｉｓｅｍｐｌｏｙｅｄｔｏｔｒｕｎ

ｃａｔｅｔｈｅａｂｏｖｅｇｏｖｅｒｎｉｎｇｐａｒｔｉａｌｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａ

ｔｉｏｎｔｏａｓｅｔｏｆｔｉｍｅｄｅｐｅｎｄｅｎｔｏｒｄｉｎａｒｙｄｉｆｆｅｒｅｎ

ｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓ．Ｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

ｃａｎｂｅｅｘｐｒｅｓｓｅｄａｓａｓｕｐｅｒｐｏｓｉｔｉｏｎｏｆｅｖｅｒｙｍｏｄｅ

ａｓ

牪＝∑
牕

牐＝１

牚牐（牠）犗牐（牨） 牐＝ １，２，３，… （８）

ｗｈｅｒｅ牕ｉｓｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆｋｅｐｔｍｏｄｅｓ，牚牐（牠）ａｒｅ

ｔｈｅｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ，ａｎｄ犗牐（牨，牠）（牐＝１，２，

３，…，牕）ｔｈｅｉｎｓｔａｎｔａｎｅｏｕｓｏｒｔｈｏｎｏｒｍａｌｅｉｇｅｎ

ｆｕｎｃｔｉｏｎｓａｎｄｈａｖｅｆｏｒｍｓａｓ

犗牐（牨，牠）＝
１

２
［ｃｈ（犧牐牨）＋ ｃｏｓ（犧牐牨）］－

１

２

ｓｈ（犧牐牓）＋ ｓｉｎ（犧牐牓）

ｃｈ（犧牐牓）－ ｃｏｓ（犧牐牓）
［ｓｈ（犧牐牨）＋

ｓｉｎ（犧牐牨）］

ｗｈｅｒｅｃｈ（犧牐牓）ｃｏｓ（犧牐牨）＝１．

Ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｉｎｇ Ｅｑ．（８） ｉｎｔｏ Ｅｑ．（５） ｗｉｔｈ

Ｅｑ．（７），ｍｕｌｔｉｐｌｙｉｎｇｔｈｅｅｑｕａｔｉｏｎｂｙ犗牏（牨，牠），ｉｎ

ｔｅｇｒａｔｉｎｇｉｔｏｖｅｒｔｈｅｄｏｍａｉｎｓ［０，ｌ］，ｙｉｅｌｄｓ

┝（┾）┻（┾）＋ ┓（┾）┻（┾）＋ ┛（┾）┻（┾）＝ ０ （９）

ｗｈｅｒｅ┻＝［牚１，牚２，…，牚牕］
Ｔ
ｉｓｔｈｅｖｅｃｔｏｒｏｆｇｅｎｅｒａｌ

ｉｚｅｄ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ，┝ ｔｈｅｍａｓｓｍａｔｒｉｘ，┓ ｔｈｅ

ｄａｍｐｉｎｇｍａｔｒｉｘ，ａｎｄ┛ｔｈｅｓｔｉｆｆｎｅｓｓｍａｔｒｉｘ．Ｅｎ

ｔｒｉｅｓｏｆｔｈｅｓｅｍａｔｒｉｃｅｓａｒｅｇｉｖｅｎｂｙ

牔牏牐＝∫
牓

０
犱犗牏犗牐ｄ牨 （１０）

牅牏牐＝∫
牓

０
［２犱牤犗牏（犗牐）牨＋ 牤犱牨犗牏犗牐］ｄ牨 （１１）

牑牏牐＝∫
牓

０
［牤犱犗牏（犗牐）牨＋ 牤

２
犱犗牏（犗牐）牨牨＋

牤
２
犱牨犗牏（犗牐）牨］ｄ牨－∫

牓

０
［爮牨犗牏（犗牐）牨＋

爮犗牏（犗牐）牨牨］ｄ牨＋∫
牓

０
爠爤（犗牏）牨牨（犗牐）牨牨ｄ牨（１２）

 ﹢﹢﹦﹦﹦﹨﹨﹦﹤﹥┐

﹢﹫﹤﹤﹪﹢﹢﹤﹦﹫﹫﹤

ＡｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏＸ５１ａ，ｉｔｉｓｓｅｔｔｈａｔ牓＝８ｍ，

牃＝２ｍ，牄＝１５ｍ，牅＝２５ｍ，牆＝２ｍ．Ｔｈｅｃｒｏｓｓ

ｓｅｃｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｂｅａｍ ａｒｅｐｕｔｆｏｒｗａｒｄａｓｆｏｌｌｏｗ．

Ｓｅｇｍｅｎｔ牃ｉｓａｃｙｌｉｎｄｅｒｗｉｔｈｔｈｅｔｈｉｃｋｎｅｓｓ００８ｍ

ａｎｄｔｈｅｅｘｔｅｒｎａｌｄｉａｍｅｔｅｒ０８ｍ．Ｓｅｇｍｅｎｔ牅ｉｓａ

ｃｕｂｏｉｄｗｉｔｈｔｈｅｓｉｄｅｌｅｎｇｔｈａｎｄｔｈｉｃｋｎｅｓｓ０８ｍ

ａｎｄ００５ｍ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．Ａｎｄｓｅｇｍｅｎｔ牄ｉｓａ

ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎｓｅｇｍｅｎｔｆｏｒ牃ａｎｄ牅．Ｓｅｇｍｅｎｔ牆ｏｆｔｈｅ

ｂｅａｍｉｓａｗｅｄｇｅｗｈｏｓｅｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎｉｓａｒｅｃｔａｎｇｌｅ

ｗｉｔｈｔｈｉｃｋｎｅｓｓ００８ｍ．ＴｈｅＹｏｕｎｇｓｍｏｄｕｌｕｓ

ｗｉｔｈｒｏｏｍｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅａｎｄｍａｓｓｄｅｎｓｉｔｙａｒｅ爠０＝

１００×１０
９
Ｎ燉ｍ ａｎｄ犱


＝０６×１０

３
ｋｇ燉ｍ

３
．Ｔｈｅｒｅ

ａｒｅａｎｅｘｔｒａｍａｓｓｐｅｒｕｎｉｔｌｅｎｇｔｈ２５０８ｋｇ燉ｍ

ａｄｄｅｄｔｏ牃ａｎｄ牄ｗｈｉｃｈｓｉｍｕｌａｔｅｔｈｅｆｕｅｌ．Ｔｈｅ

ｔｈｅｒｍｏｅｌａｓｔｉｃｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ
［１３１４］

ｉｓ犜爠＝－４×１０
－４
．

Ｈｅｒｅ，ｔｈｅｆｉｒｓｔｔｗｏｏｒｄｅｒｍｏｄｅｓａｒｅｓｔｕｄｉｅｄ．

Ｆｉｒｓｔｌｙ，ｔｈｅｒｅｉｎｃｌｕｄｅａｓｙｍｍｅｔｒｉｃａｌｍｏｄｅａｎｄａ

ａｎｔｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃａｌｍｏｄｅ，ｓｏｉｔｉｓｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｖｅ．

Ｓｅｃｏｎｄｌｙ，ｔｈｅｆｉｒｓｔｔｗｏｏｒｄｅｒｍｏｄｅｓａｒｅｉｍｐｏｒｔａｎｔ

ｆｏｒｎａｖｉｇａｔｉｏｎａｎｄｃｏｎｔｒｏｌ．

 ﹦┉┄┍━│┄┉┄┃

Ｏｎｔｈｉｓｏｃｃａｓｉｏｎ，ｉｔｉｓａｓｓｕｍｅｄｔｈａｔｔｈｅｂｅａｍ
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超高燉超声速轴向运动梁的模态频率特性

王 亮 陈怀海 贺旭东

（南京航空航天大学航空宇航学院，南京，２１００１６，中国）

摘要：研究了高速轴向运动梁的横向振动特性。首先采用

Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理得到了两端自由轴向运动梁的振动方程和

边界条件。再运用伽辽金法得到了求解系统响应的近似方

程。最后研究了对梁的振动频率影响较大的 ３个方面：（１）

轴向速度，第一阶固有频率随轴向速度增加而减小，存在一

个失稳的临界速度；（２）质量亏损，梁的某部分质量亏损可

以增加固有频率；（３）热效应，温度上升会减小梁的弹性模

量，使得固有频率减小。

关键词：轴向运动梁；振动；热效应；超高燉超声速
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