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ｅｎｅｒｇｙｏｆｅｒｒｏｒｓｕｒｆａｃｅｉｓｍｉｎｉｍｉｚｅｄ．

Ｓｕｐｐｏｓｉｎｇｔｈａｔｔｈｅｃｏｎｔｒｏｌｐｏｉｎｔｓ┺牏牐（０≤牏≤

牔，０≤牐≤牕）ａｒｅｃｈａｎｇｅｄ，ｔｈｅｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎｓ犡牏牐

（０≤牏≤牔＋牘，０≤牐≤牕＋牚 牄
２槡 －４牃牅）ａｒｅｃｈｏｓｅｎ

ｆｏｒｔｈｏｓｅｃｏｎｔｒｏｌｐｏｉｎｔｓ，ｓｕｃｈｔｈａｔｔｈｅｍｏｄｉｆｉｅｄ

ｓｕｒｆａｃｅ┣（牣，牤）ｓａｔｉｓｆｉｅｓｓｏｍｅｇｅｏｍｅｔｒｉｃｃｏｎ

ｓｔｒａｉｎｔｓ．

Ｉｔｉｓｉｎｔｅｎｄｅｄｔｏｄｅｔｅｒｍｉｎｅ犡（牣，牤）ｂｙｔｈｅｃｏｎ

ｓｔｒａｉｎｅｄｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄ，ｓｕｃｈｔｈａｔ

爠（┢－ ┣）＝（（爲牣牣－ 爳牣牣）
２
＋ （爲牣牤－ 爳牣牤）

２
＋

（爲牤牤－ 爳牤牤）
２
）ｄ牣ｄ牤＝ ｍｉｎｉｍｕｍ （２）

（爲牣牣－ 爳牣牣）
２
ｄ牣ｄ牤＝∑

牔＋牘，牕＋牚

牏，牐＝０

犡牏牐爲
牣牣

槏 槕牏牐
２

ｄ牨ｄ牪

（３）

ｗｈｅｒｅ爲
牣牣
牏牐＝



牣
２爲牏牐（牣，牤）．Ｄｅｆｉｎｉｎｇｔｈａｔ爧牏牐牋牎＝

爲
牣牣
牏牐爲

牣牣
牋牎ｄ牣ｄ牤，爩牏牐牋牎＝爲

牣牤
牏牐爲

牣牤
牋牎ｄ牣ｄ牤，爫牏牐牋牎＝

爲
牤牤
牏牐爲

牤牤
牋牎ｄ牣ｄ牤，ｆｒｏｍＥｑ．（３），ｗｅｈａｖｅ

（爲牣牣－ 爳牣牣）
２
ｄ牣ｄ牤＝ ∑

牔＋牘，牕＋牚

牏，牐＝０
∑

牔＋牘，牕＋牚

牋，牎＝０

（犡牏牐，犡牋牎）爧牏牐牋牎

Ｓｉｍｉｌａｒｌｙ，ｗｅｈａｖｅ

（爲牣牤－ 爳牣牤）
２
ｄ牣ｄ牤＝ ∑

牔＋牘，牕＋牚

牏，牐＝０
∑

牔＋牘，牕＋牚

牋，牎＝０

（犡牏牐，犡牋牎）爩牏牐牋牎

（爲牤牤－ 爳牤牤）
２
ｄ牣ｄ牤＝ ∑

牔＋牘，牕＋牚

牏，牐＝０
∑

牔＋牘，牕＋牚

牋，牎＝０

（犡牏牐，犡牋牎）爫牏牐牋牎

Ｓｏｔｈｅｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｆｕｎｃｔｉｏｎｃａｎｂｅｄｅｆｉｎｅｄａｓ
［７］

爠（┢－ ┣）＝ ∑
牔＋牘，牕＋牚

牏，牐＝０
∑

牔＋牘，牕＋牚

牋，牎＝０

（犡牏牐，犡牋牎）（爧牏牐牋牎＋

２爩牏牐牋牎＋ 爫牏牐牋牎）＝ ｍｉｎｉｍｕｍ （４）

 ﹢﹫﹢﹫﹣﹫﹥﹫﹩

Ａｎ牔×牕ｒａｔｉｏｎａｌｓｕｒｆａｃｅｉｓｇｉｖｅｎａｓ

┢（牣，牤）＝
∑
牔

牏＝０
∑
牕

牐＝０

┻牏牐犽牏牐爜
牔
牏（牣）爜

牕
牐（牤）

∑
牔

牏＝０
∑
牕

牐＝０

犽牏牐爜
牔
牏（牣）爜

牕
牐（牤）

０≤ 牣≤ １；０≤ 牤≤ １ （５）

ｗｈｅｒｅ爜
牔
牏（牣）＝［ ］

牔

牏
牣
牏
（１－牣）

牔－牏
，爜

牕
牐（牣）＝［］

牕

牐
牣
牐
·

（１－牣）
牕－牐
ａｒｅｔｈｅＢｅｒｎｓｔｅｉｎｂａｓｅｓ，┻牏牐＝（牨牏牐，牪牏牐，

牫牏牐） （牏＝０，１，…，牔；牐＝０，１，…，牕） ｔｈｅ ｃｏｎｔｒｏｌ

２１２ ＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｆＮａｎｊｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＡｅｒｏｎａｕｔｉｃｓ＆Ａｓｔｒｏｎａｕｔｉｃｓ Ｖｏｌ．２８



ｐｏｉｎｔｓ，犽牏牐（牏＝０，１，…，牔；牐＝ ０，１，…，牕）ｔｈｅ

ｗｅｉｇｈｔｓ．Ｓｏ，ｗｅｈａｖｅ

┢（牣，牤）＋ 犡（牣，牤）＝∑
牘

牏＝０
∑
牚

牐＝０

┺牏牐爜
牘
牏（牣）爜

牚
牐（牤） （６）

ｗｈｅｒｅ┺牏牐（牏＝０，１，…，牔；牐＝０，１，…，牕）ａｒｅｔｈｅｃｏｎ

ｔｒｏｌｐｏｉｎｔｓ．

Ｍａｋｉｎｇａｒａｔｉｏｎａｌｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ
［５］
ｔｏｔｈｅｐａ

ｒａｍｅｔｅｒｓｕｒｆａｃｅ，ｗｅｈａｖｅ

犡（牣，牤）＝
∑
牔＋牘

牏＝０
∑
牕＋牚

牐＝０

犡牏牐犽
′
牏牐爜

牔＋牘
牏 （牣）爜

牕＋牚
牐 （牤）

∑
牔

牏＝０
∑
牕

牐＝０

犽牏牐爜
牔
牏（牣）爜

牕
牐（牤）

＝

∑
牔＋牘

牏＝０
∑
牕＋牚

牐＝０

犡牏牐犽
′
牏牐爜

牔＋牘
牏 （牣）爜

牕＋牚
牐 （牤）

∑
牔

牏＝０
∑
牕

牐＝０

犽
′
牏牐爜

牔＋牘
牏 （牣）爜

牕＋牚
牐 （牤）

＝∑
牔＋牘

牏＝０
∑
牕＋牚

牐＝０

犡牏牐爲牏牐

（７）

ｗｈｅｒｅ

犽
′
牏牐＝

１

牔＋ 牘

［ ］牏

牕＋ 牚

［ ］牐

燈

∑
牠１＋牓＝牐
∑

牠０＋牑＝牏

犽牑，牓
牘

牠［ ］０ ［ ］
牔

牑

牚

牠［ ］１ ［］
牕

牓
（８）

Ｍａｋｉｎｇ┢（牣，牤）＋犡（牣，牤）ｊｕｓｔｂｅａｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ

ｓｕｒｆａｃｅｏｆｄｅｇｒｅｅ牘×牚，┣（牣，牤）ｉｓｄｅｆｉｎｅｄａｓ

┢（牣，牤）＋ 犡（牣，牤）＝∑
牘

牏＝０
∑
牚

牐＝０

┺牏牐爜
牘
牏（牣）爜

牚
牐（牤）＝

┣（牣，牤） （９）

ＦｒｏｍＥｑｓ．（７，９），ｗｅｈａｖｅ

┢（牣，牤）－ ┣（牣，牤）＝ 犡（牣，牤）＝∑
牔＋牘

牏＝０
∑
牕＋牚

牐＝０

犡牏牐爲牏牐 （１０）

ＦｒｏｍＥｑ．（６），ｗｅｈａｖｅ

∑
牔

牏＝０
∑
牕

牐＝０

┻牏牐犽牏牐爜
牔
牏（牣）爜

牕
牐（牤）＋

∑
牔＋牘

牏＝０
∑
牕＋牚

牐＝０

犡牏牐犽
′
牏牐爜

牔＋牘
牏 （牣）爜

牕＋牚
牐 （牤）＝

∑
牔

牏＝０
∑
牕

牐＝０

犽牏牐爜
牔
牏（牣）爜

牕
牐（牤）∑

牘

牏＝０
∑
牚

牐＝０

┺牏牐爜
牘
牏（牣）爜

牚
牐（牤）

（１１）

ＢｙｕｓｉｎｇｔｈｅＤｅｇｒｅｅＥｌｅｖａｔｉｏｎＦｏｒｍｕｌａ，ｔｗｏ

ｓｉｄｅｓｏｆＥｑ．（１１）ｃａｎｂｅｗｒｉｔｔｅｎｔｏｔｈｅＢｅｚｉｅｒｓｕｒ

ｆａｃｅｏｆ（牔＋牘）×（牕＋牚）ｏｒｄｅｒｓ，ｓｏＥｑ．（１１）ｉｓ

ｒｅｗｒｉｔｔｅｎｔｏｔｈａｔ

∑
牔＋牘

牏＝０
∑
牕＋牚

牐＝０

∑
牠１＋牓＝牐
∑
牠０＋牑＝牏

犽牑，牓┻牑，牓
牘

牠［ ］０ ［ ］
牔

牑

牚

牠［ ］１ ［］
牕

牓

牔＋ 牘

［ ］牏

牕＋ 牚

［ ］牐

燈

爜
牔
牏（牣）爜

牕
牐（牤）＋

∑
牔＋牘

牏＝０
∑
牕＋牚

牐＝０

∑
牠１＋牓＝牐
∑
牠０＋牑＝牏

犽牑牓
牘

牠［ ］０ ［ ］
牔

牑

牚

牠［ ］１ ［］
牕

牓

牔＋ 牘

［ ］牏

牕＋ 牚

［ ］牐

燈

犡牏牐爜
牔＋牘
牏 （牣）爜

牕＋牚
牐 （牤）＝

∑
牔＋牘

牏＝０
∑
牕＋牚

牐＝０

∑
牠１＋牓＝牐
∑
牠０＋牑＝牏

┺牠０牠１犽牑牓
牘

牠［ ］０ ［ ］
牔

牑

牚

牠［ ］１ ［］
牕

牓

牔＋ 牘

［ ］牏

牕＋ 牚

［ ］牐

燈

爜
牔＋牘
牏 （牣）爜

牕＋牚
牐 （牤） （１２）

Ｔｏｃｏｍｐａｒｅｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓｏｆｂｏｔｈｓｉｄｅｓ，ｔｈｅ

ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎｓａｒｅｇｉｖｅｎａｓｆｏｌｌｏｗｓ

犡牏牐＝

∑
牠１＋牓＝牐
∑

牠０＋牑＝牏

犽牑牓（┺牠０牠１－ ┺牑牓）
牘

牠［ ］０ ［ ］
牔

牑

牚

牠［ ］１ ［］
牕

牓

∑
牠１＋牓＝牐
∑

牠０＋牑＝牏

犽牑牓
牘

牠［ ］０ ［ ］
牔

牑

牚

牠［ ］１ ［］
牕

牓

牏＝ ０，１，…，牔＋ 牘；牐＝ ０，１，…，牕＋ 牘（１３）

Ａｔｔｈｅｓａｍｅｔｉｍｅ，ｉｔｉｓｅｘｐｅｃｔｅｄｔｈｅｎｏｒｍｏｆ

犡（牣，牤）ｉｎｓｏｍｅｓｅｎｓｅｓｒｅａｃｈｅｓｔｈｅｍｉｎｉｍｕｍ．

Ｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ，Ｅｑ．（４）ｉｓｃｈｏｓｅｎａｓｔｈｅｏｐｔｉ

ｍａｌｔａｒｇｅｔｆｕｎｃｔｉｏｎａｓｆｏｌｌｏｗｓ

牊

┺０，０ ┺０，１ … ┺０，牚

┺１，０ ┺１，１ … ┺１，牚

   

┺牘，０ ┺牘，１ … ┺

烄

烆

烌

烎牘，牚

＝

∑
牔＋牘，牕＋牚

牏，牐＝０
∑

牔＋牘，牕＋牚

牋，牎＝０

（犡牏牐，犡牋牎）（爧牏牐牋牎＋ ２爩牏牐牋牎＋ 爫牏牐牋牎）

（１４）

Ｓｏｔｈｅｐｒｏｂｌｅｍ ｉｓｔｒａｎｓｆｏｒｍｅｄｉｎｔｏｄｅｔｅｒｍｉｎｉｎｇ

ｔｈｅｍａｔｒｉｘ

┺０，０ ┺０，１ … ┺０，牚

┺１，０ ┺１，１ … ┺１，牚

   

┺牘，０ ┺牘，１ … ┺

烄

烆

烌

烎牘，牚

，ｓｕｃｈｔｈａｔ牊

ｒｅａｃｈｅｓｔｈｅｍｉｎｉｍｕｍ．

Ｌｅｔ
牊

┺牜牞
＝０（牜＝０，１，…，牘；牞＝０，１，…，牚），ｔｈｅｎ

ｔｈｅｌｉｎｅａｒｅｑｕａｔｉｏｎｓａｒｅｇｉｖｅｎｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏ┺牜牞

（牜＝０，１，…，牘；牞＝０，１，…，牚）ａｓｆｏｌｌｏｗｓ

∑
牔＋牘，牕＋牚

牏，牐＝牜，牞
∑

牔＋牘，牕＋牚

牋，牎＝牜，牞

（犽牏－牜，牐－牞［ ］
牘

牜

牔

牏［ ］－ 牜［］
牚

牞

牕

牐［ ］－ 牞
犡牋牎＋

犽牋－牜，牎－牞［ ］
牘

牜

牔

牋［ ］－ 牜［］
牚

牞

牕

牎［ ］－ 牞
犡牏牐）燈

（爧牏牐牋牎＋ ２爩牏牐牋牎＋ 爫牏牐牋牎）＝ ０

牜＝ ０，１，…，牘；牞＝ ０，１，…，牚 （１５）

３１２Ｎｏ．２ ＨｕａｎｇＬｉｎ，ｅｔａｌ．ＡｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｏｆＩｎｔｅｒｖａｌＢｅｚｉｅｒＳｕｒｆａｃｅｓ



Ｂｙ ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ Ｅｑ．（１５）， ｔｈｅ ｍａｔｒｉｘ

┺０，０ ┺０，１ … ┺０，牚

┺１，０ ┺１，１ … ┺１，牚

   

┺牘，０ ┺牘，１ … ┺

烄

烆

烌

烎牘，牚

ｉｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ． Ｔｈｅｎ ｆｒｏｍ

Ｅｑ．（１３），犡牏牐（牏＝０，１，…，牔＋牘；牐＝０，１，…，牕＋牚）

ａｒｅａｌｓｏｏｂｔａｉｎｅｄ．

Ｔｈｅｅｎｅｒｇｙｍｉｎｉｍｉｚａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｉｓｃｏｍｐａｒｅｄ

ｗｉｔｈｔｈｅｃｏｎｔｒｏｌｎｅｔｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄ
［６］
，ａｎｄ

ｔｈｅｍａｊｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｉｓｆｏｕｎｄｔｈａｔｔｈｅｅｎｅｒｇｙｍｉｎｉ

ｍｉｚａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｎｅｅｄｓｔｏｃｏｍｐｕｔｅ爧牏牐牋牎＋２爩牏牐牋牎＋

爫牏牐牋牎．

Ｅｑ．（３）ｇｉｖｅｓ爧牏牐牋牎＝ 爲
牣牣
牏牐 爲

牣牣
牋牎ｄ牣ｄ牤．Ｆｒｏｍ

Ｅｑｓ．（３，７），ｉｔｉｓｋｎｏｗｎｔｈａｔ爲
牣牣
牏牐爲

牣牣
牋牎ｉｓａｒａｔｉｏｎａｌ

ｆｕｎｃｔｉｏｎ．Ｓｏｔｈｅｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌｓｏｆｔｗａｒｅｉｓｕｓｅｄｔｏ

ｃｏｍｐｕｔｅｔｈｅｉｎｄｅｆｉｎｉｔｅｉｎｔｅｇｒａｌｏｆｔｈｅｒａｔｉｏｎａｌ

ｆｕｎｃｔｉｏｎ， ｓｕｃｈ ａｓ Ｍａｔｌａｂ， Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ ａｎｄ

Ｍａｐｌｅ．Ｔｈｅｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌｓｏｆｔｗａｒｅｍａｋｅｓｔｈｅ

ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｅａｓｙ．

Ｓｅｔｔｉｎｇ

犠＝ ｍａｘ
０≤牏≤牔＋牘；０≤牐≤牕＋牚

燏犡牏牐燏 （１６）

ｗｈｅｒｅｔｈｅｍａｘｉｍｕｍ ｖａｌｕｅｏｆｖｅｃｔｏｒｄｅｎｏｔｅｓｔｈｅ

ｍａｘｉｍｕｍ ａｂｓｏｌｕｔｅｖａｌｕｅｏｆｅｖｅｒｙｃｏｍｐｏｎｅｎｔ．

ＷｈｅｒｅａｓｆｒｏｍＥｑ．（６），ｗｅｃａｎｄｅｄｕｃｅ
［５］

┢（牣，牤）＝∑
牘

牏＝０
∑
牚

牐＝０

┺牏牐爜
牘
牏（牣）爜

牚
牐（牤）－ 犡（牣，牤）

（１７）

Ｓｏ

燏犡燏＝
∑
牔＋牘

牏＝０
∑
牕＋牚

牐＝０

犡牏牐犽
′
牏牐爜

牔＋牘
牏 （牣）爜

牕＋牚
牐 （牤）

∑
牔

牏＝０
∑
牕

牐＝０

犽牏牐爜
牔
牏（牣）爜

牕
牐（牤）

≤

犠∑
牔＋牘

牏＝０
∑
牕＋牚

牐＝０

犽
′
牏牐爜

牔＋牘
牏 （牣）爜

牕＋牚
牐 （牤）

∑
牔

牏＝０
∑
牕

牐＝０

犽牏牐爜
牔
牏（牣）爜

牕
牐（牤）

＝

犠∑
牘

牏＝０
∑
牚

牐＝０

犽牏牐爜
牘
牏（牣）爜

牚
牐（牤）＝ 犠 （１８）

Ｔｈｉｓｅｒｒｏｒｍａｙｂｅｔａｋｅｎａｓｔｈｅｈａｌｆｏｆｃｏｎｔｒｏｌｉｎ

ｔｅｒｖａｌｏｆｉｎｔｅｒｖａｌｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ．Ｔｈｅｎｗｅｈａｖｅ

┢（牣，牤）∑
牘

牏＝０
∑
牚

牐＝０

（┺牏牐＋ 犠［牠］）爜
牘
牏（牣）爜

牚
牐（牤）

［牠］＝ ［－ １，１］ （１９）

Ｔｈｉｓｉｓｔｈｅｃｅｎｔｅｒｆｏｒｍｏｆｉｎｔｅｒｖａｌｐｏｌｙｎｏｍｉ

ａｌ．Ｔｈｅｎｔｈｅｒａｔｉｏｎａｌｓｕｒｆａｃｅｃａｎｂｅｄｅｄｕｃｅｄ，

ｗｈｉｃｈｉｓｃｏｎｔａｉｎｅｄｉｎａ牘×牚ｄｅｇｒｅｅｉｎｔｅｒｖａｌｐｏｌｙ

ｎｏｍｉａｌ．

 ﹢﹫﹢﹫〇﹫﹪ ﹦﹥

﹫﹫﹦﹢﹫

Ｆｉｒｓｔｌｙ，ｆｏｒｅｄｇｅｃｕｒｖｅｓｔｈｅｉｎｔｅｒｖａｌＢｅｚｉｅｒ

ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｃａｎｂｅｕｓｅｄｆｏｒａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｎｇｗｉｔｈ

ｅｎｄｐｏｉｎｔｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ．Ｔａｋｉｎｇ┢１（牣，０）ａｓａｎｅｘ

ａｍｐｌｅ

┢１（牣，０）＝
∑
牔

牏＝０

┻牏，０犽牏，０爜
牔
牏（牣）

∑
牔

牏＝０

犽牏，０爜
牔
牏（牣）

（２０）

ＦｒｏｍＥｑ．（１３），ｗｅｈａｖｅ

犡牏，０＝

∑
牠０＋牑＝牏

犽牑，０（┺牠０，０－ ┻牑，０）
牘

牠［ ］０ ［ ］
牔

牑

∑
牠０＋牑＝牏

犽牑，０
牘

牠［ ］０ ［ ］
牔

牑

（２１）

ａｎｄｓｉｍｕｌｔａｎｅｏｕｓｌｙＥｑ．（２１）ｓａｔｉｓｆｙｔｈａｔ

┺
（牏）
（０，０）＝ ┻

（牏）
（０，０）

┺
（牏）
（１，０）＝ ┻

（牏）
（１，０）

（２２）

牏＝ ０，１，…，犨；犨＜
牘

２

Ｅｑ．（２１）ｉｓｅｑｕａｌｔｏ

犡
（牏）
（０，０）＝ 犡

（牏）
（１，０）＝ ０ 牏＝ ０，１，…，犨

（２３）

ｏｒ

犡（０，０）＝ 犡（１，０）＝ 犡（２，０）＝ … 犡（犨，０）＝

犡（牔＋ 牘－ 犨，０）＝ … ＝ 犡（牔＋ 牘，０）＝ ０

（２４）

Ｔｈｕｓｃｏｎｔｒｏｌｐｏｉｎｔｓ┺牠０，０（牠０＝０，１，…，犨，牘－犨，牘－

犨＋１，…，牘）ｏｆａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ┺１（牣，０）

ｗｈｉｃｈ ｓａｔｉｓｆｙｔｈｅｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ（Ｅｑ．

（２１））ａｒｅｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄｂｙＥｑｓ．（２１，２３）．Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ

ｔｈｅｏｂｊｅｃｔｉｖｅｆｕｎｃｔｉｏｎｉｓｔｒａｎｓｆｏｒｍｅｄｉｎｔｏｄｅｔｅｒ┐

ｍｉｎｉｎｇ┺牠０，０（牠０＝犨＋１，…，牘－犨－１），ｔｈｅｎｄｅｔｅｒ

ｍｉｎｉｎｇ犡牠０，０（牏＝犨＋１，…，牔＋牘－犨），ｗｈｉｃｈｍａｋｅｓ

ｔｈｅｖａｌｕｅｏｆｔｈｅｆｕｎｃｔｉｏｎｍｉｎｉｍｕｍ．Ｔｈａｔｉｓ

牊（┺犨＋１，０，…，┺牘－犨－１，０）＝（爲牣牣－ 爳牣牣）
２
ｄ牣ｄ牤＝

∑
牔＋牘－犨

牏＝犨＋１

犡
２
牏，０爧牏，０，牏，０＝ ｍｉｎｉｍｕｍ （２５）

Ｂｅｃａｕｓｅ┺牏，０（牏＝０，１，…，犨，牘－犨，…，牘）ａｒｅ

ａｌｒｅａｄｙｄｅｄｕｃｅｄｂｙＥｑ．（２４）．Ｂｙｃｏｍｐｕｔｉｎｇｔｈｅ

ｓｅｔｏｆｅｑｕａｔｉｏｎｓａｂｏｖｅ，┺犨＋１，０，…，┺牘－犨－１，０ｃａｎｂｅ

４１２ ＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｆＮａｎｊｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＡｅｒｏｎａｕｔｉｃｓ＆Ａｓｔｒｏｎａｕｔｉｃｓ Ｖｏｌ．２８



ｏｂｔａｉｎｅｄ，ｔｈｅｎ犡牏，０（牏＝犨＋１，…，牔＋牘－犨－１）ａｒｅ

ｏｂｔａｉｎｅｄａｓｆｏｌｌｏｗｓ

犡牏，０＝

∑
牠０＋牑＝牏

犽牑，０（┺牠０，０－ ┢牑，０）
牘

牠［ ］０ ［ ］
牔

牑

∑
牠０＋牑＝牏

犽牑，０
牘

牠［ ］０ ［ ］
牔

牑

牏＝ 犨＋ １，…，牔＋ 牘－ 犨－ １ （２６）

Ａｓｓｕｍｉｎｇｔｈａｔ

┯牃＝ ｍａｘ
牏＝犨＋１，…，牔＋牘－犨－１

燏犡牏，０燏 （２７）

ｔｈｅｎ

犡１（牣，０）＝∑
牔＋牘

牏＝０

犽
′
牏，０犡牏，０爜

牔＋牘
牏 （牣）

∑
牔

牏＝０

犽牏，０爜
牔
牏（牣）

＝

∑
牔＋牘－犨－１

牏＝犨＋１

犽
′
牏，０犡牏，０爜

牔＋牘
牏 （牣）

∑
牔

牏＝０

犽牏，０爜
牔
牏（牣）

（２８）

ＦｒｏｍＥｑ．（２８），ｗｅｈａｖｅ

燏犡１（牣，０）燏≤ ┯牃∑
牘－犨－１

牏＝犨＋１

爜
牘
牏（牣） （２９）

Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ

┢１（牣，０）＝ ┺１（牣，０）－ 犡１（牣，０）

∑
牘

牑＝０

（┺牑，０＋ ┯牑［牠］）爜
牘
牑（牣） （３０）

┯牑＝
０ 牑＝ ０，１，…，犨，牔＋ 牘－ 犨，…，牔＋ 牘

┯牃｛ 牑＝ 犨＋ １，…，牔＋ 牘－ 犨－ １

（３１）

Ｔｈｕｓｉｎｔｅｒｖａｌｐｏｌｙｎｏｍｉａｌａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｏｆ牘

ｏｒｄｅｒｓｃａｎｂｅｏｂｔａｉｎｅｄｆｏｒａｒａｔｉｏｎａｌｃｕｒｖｅｗｈｉｃｈ

ｐｒｅｓｅｒｖｅｓｔｈｅｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｏｆ犨ｏｒｄｅｒｓａｔｅｎｄ

ｐｏｉｎｔｓ．Ｔｈｅｏｔｈｅｒｔｈｒｅｅｅｄｇｅｓａｒｅａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｄ

ｕｓｉｎｇｔｈｅｓａｍｅｍｅｔｈｏｄ（ｔｈｅｔｗｏｅｄｇｅｓｏｆ牤ｄｉｒｅｃ

ｔｉｏｎａｒｅｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｅｄ，ｗｈｉｃｈｐｒｅｓｅｒｖｅｔｈｅｉｎｔｅｒｐｏ

ｌａｔｉｏｎｏｆ犺ｏｒｄｅｒｓａｔｅｎｄｐｏｉｎｔｓ）．Ｎｏｗｆｏｕｒｅｄｇｅｓ

ａｒｅｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ，ｔｈｅｎｔｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｃｏｎｔｒｏｌ

ｐｏｉｎｔｓａｎｄｔｈｅｃｏｎｔｒｏｌｉｎｔｅｒｖａｌｏｆｆｏｕｒｅｄｇｅｓｃａｎ

ｂｅｏｂｔａｉｎｅｄ．Ｔｈｅｏｔｈｅｒｓａｒｅｓｏｌｖｅｄｂｙｕｓｉｎｇｔｈｅ

ｍｅｔｈｏｄｉｎＳｅｃｔｉｏｎ２．Ｃｏｎｓｅｑｕｅｎｔｌｙ，ｔｈｅｐｏｌｙｎｏ

ｍｉａｌｏｆ牘×牚ｄｅｇｒｅｅｓｉｓｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ，ｗｈｉｃｈａｐ

ｐｒｏｘｉｍａｔｅｓｏｒｃｏｎｔａｉｎｓｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｒａｔｉｏｎａｌｓｕｒｆａｃｅ

ｐｒｅｓｅｒｖｉｎｇｔｈｅｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｏｆ犨ａｎｄ犺ｏｒｄｅｒｓａｔ

ｔｈｅｅｎｄｐｏｉｎｔｓ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．

 ﹦﹢﹦

Ｔｈｅ ｃｏｎｔｒｏｌ ｐｏｉｎｔｓ ａｎｄ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ

ｗｅｉｇｈｔｓｏｆａｂｉｃｕｂｉｃｒａｔｉｏｎａｌｓｕｒｆａｃｅ（Ｆｉｇ．４）ａｒｅ

ｇｉｖｅｎａｓｆｏｌｌｏｗｓ

（┢牏，牐）＝

［ ］１ １ １ １
９

５

１３
［ ］５

１３

７

２７

１４

１２
［ ］７ ３

３

２［ ］
３

２

１０

７

１３

７

２５
［ ］７

２６

１５

３３

１５

４９
［ ］１５ ３

１６５

６２

８４
［ ］３１

８９

２３

１２９

４６

６３
［ ］２３

１１

８

９

４

１５
［ ］４

１４

３

１８

７

２４
［ ］７

１２

５

４７

１５

４９
［ ］１５

１４

３

１９

６

１９
［ ］６

［ ］１３３
３

２

７

２［ ］３
８

３
４
１３

［ ］３ ［ ］

烄

烆

烌

烎
３４４

（犽牏，牐）＝

１
５

３

８

３
３

７

３

５

３

３２

９

２３

３

８

３

１６

９

１０

３
８

２
５

３

烄

烆

烌

烎
２ ４

ｗｈｅｒｅ牏＝０，１，２，３；牐＝０，１，２，３．

Ｂｙｕｓｉｎｇｔｈｅｐｒｅｓｅｎｔｅｄｍｅｔｈｏｄ，ａｂｉｑｕａｒｔｉｃ

ｉｎｔｅｒｖａｌＢｅｚｉｅｒａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｉｓｏｂｔａｉｎｅｄ，ｗｈｉｃｈ

ｐｒｅｓｅｒｖｅｓｔｈｅｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｏｆ犨＝１ａｎｄ犺＝１ｏｒｄｅｒ

ａｔｔｗｏｅｎｄｐｏｉｎｔｓ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ（Ｆｉｇ．５）．

Ｆｉｇ．４ Ｂｉｃｕｂｉｃｒａｔｉｏｎａｌｓｕｒｆａｃｅ

Ｆｉｇ．５ ＢｉｑｕａｒｔｉｃｉｎｔｅｒｖａｌＢｅｚｉｅｒｓｕｒｆａｃｅ

５１２Ｎｏ．２ ＨｕａｎｇＬｉｎ，ｅｔａｌ．ＡｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｏｆＩｎｔｅｒｖａｌＢｅｚｉｅｒＳｕｒｆａｃｅｓ



Ｆｉｇ．６ｉｓａｂｉｃｕｂｉｃＣｏｏｎｓｓｕｒｆａｃｅａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ

ｆｏｒｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｒａｔｉｏｎａｌｓｕｒｆａｃｅ．Ｆｉｇ．７ｉｓｔｈｅｉｎｔｅｒ

ｖａｌｃｏｎｔｒｏｌｇｒｉｄ．ＴｈｅｓｕｒｆａｃｅｉｎＦｉｇ．５ｉｓｐｒｏｄｕｃｅｄ

ｂｙｃｅｎｔｒａｌｃｏｎｔｒｏｌｐｏｉｎｔｓ．Ｆｉｇ．５ｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅｓｔｈｅ

ｇｅｎｅｒａｔｉｎｇｐｒｏｃｅｄｕｒｅｏｆｂｉｑｕａｒｔｉｃｉｎｔｅｒｖａｌＢｅｚｉｅｒ

ｓｕｒｆａｃｅ．Ｆｒｏｍｔｈｅｅｘａｍｐｌｅｓ，ｉｔｃａｎｂｅｅａｓｉｌｙｓｅｅｎ

ｔｈａｔｔｈｅｉｎｔｅｒｖａｌｓｕｒｆａｃｅａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｒｅｍａｉｎｓ

ｔｈｅｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌｓｈａｐｅｏｆｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｒａｔｉｏｎａｌｓｕｒ

ｆａｃｅ，ｗｈｉｃｈｉｓｐｒｏｄｕｃｅｄｂｙｔｈｅｃｅｎｔｒａｌｃｏｎｔｒｏｌ

ｐｏｉｎｔｓａｎｄｉｓａｌｍｏｓｔｔｈｅｓａｍｅａｓｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｓｕｒ

ｆａｃｅ．Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ，ｔｈｅａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｓｕｒｆａｃｅｉｓ
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区间贝齐尔曲面的逼近

黄 林１ 侯 剑２ 赖俊峰２

（１．中国计量学院理学院，杭州，３１００１８，中国；２．内蒙古工业大学理学院，呼和浩特，０１００５１，中国）

摘要：根据摄动理论，提出一种使用最小能量法的区间贝齐

尔曲面逼近有理曲面的方法。该方法采用了恰当的范数，

可以对摄动曲面以较多的限制，并通过实例演示了该方法

的应用。实验可以与细分技术相结合，得到有理曲面的分

片区间多项式的逼近。

关键词：逼近理论；有理曲面；区间贝齐尔曲面；摄动

中图分类号：ＴＰ３９１．７２

基金项目：内蒙古工业大学基金（Ｘ２００８２９）资助项目。
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