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Ｔｈｅｆｉｎｉｔｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｅｑｕａｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅａｘｉｓｙｍ

ｍｅｔｒｉｃｇｏｖｅｒｎｉｎｇＥｑ．（１）ｄｉｓｃｒｅｔｉｚｅｄｕｓｉｎｇｔｈｅ

ｐｏｓｉｔｉｖｅｓｃｈｅｍｅｓａｒｅｇｉｖｅｎｉｎｓｅｍｉｄｉｓｃｒｅｔｅｆｏｒｍ

ａｓ

┥

槏 槕牠牏，牐
＝－

１

Δ牨
（┖牏＋１燉２，牐－ ┖牏－１燉２，牐）＋

１

Δ牪
（┗牏，牐＋１燉２－ ┗牏，牐－１燉２

熿

燀

燄

燅
）

＋ ┣牏，牐

（４）

ｗｈｅｒｅΔ牨ａｎｄΔ牪ａｒｅｓｐａｔｉａｌｓｔｅｐｉｎｔｈｅ牨ａｎｄ牪

ａｘｅｓ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．Ｔｈｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｐｒｏｃｅｓｓｏｆ

ｐｏｓｉｔｉｖｅｓｃｈｅｍｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｆｌｕｘ，ｔａｋｉｎｇ┖牏＋１燉２，牐ｆｏｒ

ｅｘａｍｐｌｅ，ｃａｎｂｅｄｅｓｃｒｉｂｅｄａｓｆｏｌｌｏｗｓｂｒｉｅｆｌｙ．

Ｏｔｈｅｒｄｅｔａｉｌｓｏｆｔｈｅｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｔｅｃｈｎｉｑｕｅｃａｎｂｅ

ｆｏｕｎｄｉｎＲｅｆｓ．［９１０］．

Ｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｆｌｕｘ┖牏＋１燉２，牐ｉｎＥｑ．（４）ｉｓｃｏｎ

ｓｔｒｕｃｔｅｄ ｂｙｍｉｘｉｎｇ ａｃｅｎｔｅｒｅｄ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｆｌｕｘ

┖
ｃ
牏＋１燉２，牐ａｎｄａｕｐｗｉｎｄｆｌｕｘ┖

ｕｐ
牏＋１燉２，牐．Ｉｎｔｒｏｄｕｃｉｎｇｔｈｅ

ｌｉｍｉｔｅｒ├
０
＝┢ｄｉａｇ（犗

０
（犤
牑
））┢

－１
，ｗｈｅｒｅ犗

０
（犤）

［１２］
：

０≤犗
０
（犤），

犗
０
（犤）

犤
≤２ａｎｄ犗

０
（１）＝１．Ｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌ

ｆｌｕｘｃａｎｂｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄａｓ

┖
０
牏＋１燉２，牐＝ ┖

０，ｕｐ
牏＋１燉２，牐＋ ├

０
（┖

０，牅
牏＋１燉２，牐－ ┖

０，ｕｐ
牏＋１燉２，牐）（５）

ｗｈｅｒｅ┖
０，ｃ
牏＋１燉２，牐＝

１

２
［┖（┥牏，牐）＋┖（┥牏＋１，牐）］，┖

０，ｕｐ
牏＋１燉２，牐＝

１

２
［┖（┥牏，牐）＋┖（┥牏＋１，牐）］－

１

２
燏┑
牗

燏（┥牏＋１，牐－┥牏，牐），

燏┑
ｏ

燏＝┢燏熅燏┢
－１
ｉｓｔｈｅａｂｓｏｌｕｔｅｖａｌｕｅｏｆ┑，┑＝

┖（┥）燉┥ａｎｄ燏熅燏＝ｄｉａｇ（燏犧
牑
燏）．Ｔｈｅｎｎｕｍｅｒｉｃａｌ

ｆｌｕｘｏｆｔｈｅｌｅａｓｔｄｉｓｓｉｐａｔｉｖｅｓｃｈｅｍｅｉｓｇｉｖｅｎｂｙ

┖
０
牏＋１燉２，牐＝

１

２
［┖（┥牏，牐）＋ ┖（┥牏＋１，牐）］－

１

２
燏┑
┄

燏（┥牏＋１，牐－ ┥牏，牐）＋
１

２
├
０
燏┑
┄

燏（┥牏＋１，牐－ ┥牏，牐）

（６）

Ｉｆｔｈｅａｂｓｏｌｕｔｅｖａｌｕｅｏｆ┑，燏┑
燏＝┢ｄｉａｇ（犨

牑
）

┢
－１
，ｗｈｅｒｅｔｈｅｄｉａｇｏｎａｌｍａｔｒｉｘｄｉａｇ（犨

牑
）≥燏熅燏，

ｔｈｅｎ ｗｉｔｈ ｔｈｅａｉｄ ｏｆｔｈｅｌｉｍｉｔｅｒ├
１
＝ ┢·

ｄｉａｇ（犗
１
（犤
牑
））┢

－１
，ｗｈｅｒｅ犗

１
（犤）＝

０，犤≤０

犤，０＜犤≤１烅

烄

烆１，犤＞１

ｉｓｔｈｅ

ｍｉｎｍｏｄｌｉｍｉｔｅｒｆｕｎｃｔｉｏｎ
［１３］
，ｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｆｌｕｘ

ｃａｎｂｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄａｓ

┖
１
牏＋１燉２，牐＝ ┖

１，ｕｐ
牏＋１燉２，牐＋ ├

１
（┖

１，ｃ
牏＋１燉２，牐－ ┖

１，ｕｐ
牏＋１燉２，牐）（７）

ｗｈｅｒｅ┖
１，ｃ
牏＋１燉２，牐＝

１

２
［┖（┥牏，牐）＋┖（┥牏＋１，牐）］，┖

１，ｕｐ
牏＋１燉２，牐＝

１

２
［┖（┥牏，牐）＋┖（┥牏＋１，牐）］－

１

２
燏┑
燏（┥牏＋１，牐－┥牏，牐）．

Ｓｉｍｉｌａｒｌｙ，ｎｕｍｅｒｉｃａｌｆｌｕｘｏｆｔｈｅｍｏｒｅｄｉｓｓｉｐａ

ｔｉｖｅｓｃｈｅｍｅｉｓｅｘｐｒｅｓｓｅｄａｓ

６５２ ＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｆＮａｎｊｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＡｅｒｏｎａｕｔｉｃｓ＆Ａｓｔｒｏｎａｕｔｉｃｓ Ｖｏｌ．２８



┖
１
牏＋１燉２，牐＝

１

２
［┖（┥牏，牐）＋ ┖（┥牏＋１，牐）］－

１

２
燏┑

燏（┥牏＋１，牐－ ┥牏，牐）＋

１

２
├
１
燏┑

燏（┥牏＋１，牐－ ┥牏，牐）

（８）

Ｆｉｎａｌｌｙ， ｃｏｍｂｉｎｉｎｇ ｔｈｅｌｅａｓｔｄｉｓｓｉｐａｔｉｖｅ

ｓｃｈｅｍｅＥｑ．（６）ａｎｄｍｏｒｅｄｉｓｓｉｐａｔｉｖｅｓｃｈｅｍｅ

Ｅｑ．（８），ｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｆｌｕｘｏｆｐｏｓｉｔｉｖｅｓｃｈｅｍｅｓ

ｃａｎｂｅｗｒｉｔｔｅｎａｓ

┖
犜，犝
牏＋１燉２，牐＝

１

２
［┖（┥牏，牐）＋ ┖（┥牏＋１，牐）］－

１

２
［犜燏┑

┹

燏（┙－ ├
０
）＋ 犝燏┑


燏（┙－ ├

１
）］（┥牏＋１，牐－ ┥牏，牐）

（９）

ｕｎｄｅｒｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇＣＦＬ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ：
Δ牠

Δ牨
（犜·

ｍａｘ
１≤牑≤牕，┥

燏犧
牑
燏＋犝 ｍａｘ

１≤牑≤牕，爺
熯
牑
）≤

１

２
，ｗｈｅｒｅΔ牠ｉｓｔｈｅ

ｔｉｍｅｓｔｅｐ．Ｔｈｅｃｏｎｓｔａｎｔｓ犜ａｎｄ犝ｓａｔｉｓｆｙ：０≤犜≤１

ａｎｄ犜＋犝≥１．

 ┊┃┐┊┉┉┉│┈┇┉┏┉┄┃

Ｔｏｍａｔｃｈａｃｃｕｒａｃｙｗｉｔｈｔｈｅｓｐａｃｅｖａｒｉａｂｌｅｓ，

ｗｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｔｈｅｔｉｍｅｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎｗｉｔｈｓｅｃｏｎｄ

ｏｒｄｅｒａｃｃｕｒａｔｅＲｕｎｇｅＫｕｔｔａｍｅｔｈｏｄ
［１４１５］

┥

牏，牐＝ ┥

牔
牏，牐－

Δ牠

Δ牨
（┖

犜牨，犝牨

牏＋１燉２，牐
－ ┖

犜牨，犝牨

牏－１燉２，牐［ ）＋

Δ牠

Δ牪
（┗

犜牪，犝牪
牏，牐＋１燉２－ ┗

犜牪，犝牪
牏，牐－１燉２ ］）＋ Δ牠┣牏，牐 （１０ａ）

┥

牏，牐 ＝ ┥


牏，牐－

Δ牠

Δ牨
（┖

犜牨，犝牨

牏＋１燉２，牐



－ ┖
犜牨，犝牨

牏－１燉２，牐



［ ）＋

Δ牠

Δ牪
（┗

犜牪，犝牪
牏，牐＋１燉２


－ ┗

犜牪，犝牪
牏，牐－１燉２



］）＋ Δ牠┣


牏，牐
（１０ｂ）

┥
牔＋１
牏，牐 ＝

１

２
┥
牔
牏，牐＋

１

２
┥

牏，牐 （１０ｃ）

 ﹦﹫﹤﹢﹦﹦﹫﹦

Ｆｉｇ．１ｓｈｏｗｓｔｈｅｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍ ｏｆｃｏｍ

ｐｕｔａｔｉｏｎａｌｄｏｍａｉｎｆｏｒｈａｌｆｏｆｔｈｅａｘｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃ

ｐｌａｎｅｏｆｔｈｅｆｌｏｗｆｉｅｌｄ，ｗｈｉｃｈｉｓ１５ｉｎｔｈｅｒａｄｉａｌ

ｄｉｒｅｃｔｉｏｎａｎｄ３５ｉｎｔｈｅａｘｉａｌｄｉｒｅｃｔｉｏｎ．Ｔｈｅｃｏｍ

ｐｕｔａｔｉｏｎａｌｄｏｍａｉｎｉｓｄｉｓｃｒｅｔｉｚｅｄｗｉｔｈｔｈｅｕｎｉｆｏｒｍ

ｍｅｓｈｓｉｚｅｏｆΔ牨＝ Δ牪＝ １燉４０．Ｏｎｔｈｅｉｎｆｌｏｗ

ｂｏｕｎｄａｒｙ爢爣，ｔｈｅｐｒｉｍｉｔｉｖｅｖａｒｉａｂｌｅｓｓｕｍｍａ

ｒｉｚｅｄｉｎＴａｂｌｅ１ａｒｅｓｐｅｃｉｆｉｅｄｆｏｒｔｈｅｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ，

ｗｈｅｒｅｔｈｅｓｕｂｓｃｒｉｐｔ牐ｄｅｎｏｔｅｓｔｈｅｎｏｚｚｌｅｅｘｉｔｖａｌ

ｕｅａｎｄ∞ ｔｈｅｓｕｐｅｒｓｏｎｉｃｆｒｅｅｓｔｒｅａｍ ｖａｌｕｅ，爩牃∞

ｔｈｅＭａｃｈｎｕｍｂｅｒｏｆｓｕｐｅｒｓｏｎｉｃｆｒｅｅｓｔｒｅａｍ，爩牃牐

ｔｈｅＭａｃｈｎｕｍｂｅｒａｔｔｈｅｊｅｔｅｘｉｔ，牘牐燉牘∞ ｔｈｅｒａｔｉｏ

ｏｆｎｏｚｚｌｅｅｘｉｔｇａｓｓｔａｇｎａｔｉｏｎｐｒｅｓｓｕｒｅｔｏａｍｂｉｅｎｔ

ｇａｓｓｔａｔｉｃｐｒｅｓｓｕｒｅ，爴牐燉爴∞ ｔｈｅｒａｔｉｏｏｆｎｏｚｚｌｅｅｘｉｔ

ｇａｓｓｔａｇｎａｔｉｏｎｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｔｏａｍｂｉｅｎｔｇａｓｓｔａｇｎａ

ｔｉｏｎｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ．牜牐ａｎｄ爲牐ａｒｅｔｈｅｉｎｎｅｒａｎｄｏｕｔ

ｅｒｎｏｚｚｌｅｒａｄｉｕｓｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．Ａｔｔｈｅｓｏｌｉｄｗａｌｌｓｏｆ

ｎｏｚｚｌｅ爠爡ａｎｄ爡爢，ｔｈｅｒｅｆｌｅｃｔｉｎｇｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉ

ｔｉｏｎｓａｒｅｉｍｐｏｓｅｄ．Ｏｎｔｈｅｕｐｓｔｒｅａｍｂｏｕｎｄａｒｙ爟爠

ｔｈｅｓｕｐｅｒｓｏｎｉｃｆｒｅｅｓｔｒｅａｍｃｏｎｄｉｔｉｏｎｉｓａｐｐｌｉｅｄ．Ｏｎ

ｔｈｅｏｕｔｅｒｂｏｕｎｄａｒｙ爞爟，ｓｉｍｐｌｅｗａｖｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｉｓ

ｕｓｅｄ．Ｏｎｔｈｅｊｅｔａｘｉｓ爛爜，ｔｈｅｓｙｍｍｅｔｒｉｃｂｏｕｎｄ

ａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｉｓａｐｐｌｉｅｄ．Ｏｎ ｔｈｅｄｏｗｎｓｔｒｅａｍ

ｂｏｕｎｄａｒｙ爜爞，ａｓｉｍｐｌｅｅｘｔｒａｐｏｌａｔｉｏｎｉｓｉｍｐｏｓｅｄ．

Ｔｈｅｒｅｓｔｏｆｔｈｅｗｈｏｌｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｄｏｍａｉｎｉｓ

ｉｎｉｔｉａｌｌｙａｓｓｕｍｅｄｔｏｂｅｓｕｐｅｒｓｏｎｉｃｆｒｅｅｓｔｒｅａｍｃｏｎ

ｄｉｔｉｏｎｓ．

Ｆｉｇ．１ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｄｏｍａｉｎ

━ ┈┉┄┃┉┄┃┈

Ｃａｓｅ 爩牃∞ 爩牃牐 牘牐燉牘∞ 爴牐燉爴∞ 牜牐 爲牐

１ ２０１ ２５ １０ １０ ０３ ０５

２ ２０１ ２５ ６０ １０ ０３ ０５

３ ２０１ ２５ ６０ ３０ ０３ ０５

Ｆｉｇ．２ｓｈｏｗｓｔｈｅｐｒｏｐｅｒｔｙｃｏｎｔｏｕｒｓｏｆｓｕｐｅｒ

ｓｏｎｉｃｆｌｏｗｉｎｃｌｕｄｉｎｇｔｈｅｄｅｎｓｉｔｙａｎｄｐｒｅｓｓｕｒｅｃｏｒ

ｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｔｏＣａｓｅ１．ＡｓｓｈｏｗｎｉｎＦｉｇ．２，ｔｈｅ

ｅｘｈａｕｓｔｊｅｔｉｓｃｏｍｐｒｅｓｓｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｓｕｐｅｒｓｏｎｉｃ

ｆｒｅｅｓｔｒｅａｍａｒｏｕｎｄｔｈｅｌｉｐｏｆｔｈｅｎｏｚｚｌｅｅｘｉｔ，ａｌｓｏ

ｔｈｅＭａｃｈｄｉｓｃｓｔｒｕｃｔｕｒｅａｌｍｏｓｔｄｉｓａｐｐｅａｒｓｎｅａｒ

ｔｈｅｊｅｔｕｐｓｔｒｅａｍ．Ｍｅａｎｗｈｉｌｅ，ｔｗｏｏｂｌｉｑｕｅｓｈｏｃｋ

ｗａｖｅｓ，ｃｏｎｔａｃｔｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙｊｅｔｓｈｏｃｋｗａｖｅａｎｄ

ｂｏｔｔｌｅｓｈｏｃｋｗａｖｅａｒｅｆｏｒｍｅｄ．Ｂｅｈｉｎｄｔｈｅｆｉｒｓｔ

ｏｂｌｉｑｕｅｓｈｏｃｋ ｗａｖｅａｒｅｔｈｅｅｘｐａｎｓｉｏｎ ｗａｖｅｓ

ａｒｏｕｎｄｔｈｅｌｉｐｏｆｔｈｅｎｏｚｚｌｅｅｘｉｔａｎｄｕｎｄｅｒｔｈｅ

ｓｅｃｏｎｄｏｂｌｉｑｕｅｓｈｏｃｋｗａｖｅｉｓｊｅｔｓｈｏｃｋｗａｖｅ．
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弹尾超声速轴对称喷流的正格式数值模拟

朱孙科１ 马大为１ 陈二云２ 乐贵高１

（１．南京理工大学机械工程学院，南京，２１００９４，中国；２．上海理工大学能源与动力学院，上海，２０００９３，中国）

摘要：采用二阶正格式方法对超声速轴对称喷流流动进行

数值模拟。将二维守恒方程的正格式方法发展到轴对称

Ｅｕｌｅｒ方程组的求解，并对导弹尾部超声速伴随射流进行

了数值计算。数值结果与实验照片所反映的流动特征吻合

较好，与三阶精度间断有限元方法计算结果吻合，相比于二

阶高分辨率ＴＶＤ格式的计算结果，正格式方法的计算结果

在间断点处具有较大的梯度变化。这表明该方法对激波具

有较强的捕捉能力，在间断处不会出现数值振荡，对弹尾声

音速伴随射流的数值模拟真实、有效。

关键词：计算流体力学；超声速流动；正格式；数值模拟
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