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ｅｑｕａｔｉｏｎ．ＴｏａｐｐｌｙＫａｌｍａｎｆｉｌｔｅｒ，ｗｅｎｅｅｄｔｏｄｅ

ｒｉｖｅｔｈｅｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｓｆｏｒｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎａｌｍｅａｎａｎｄ

ｖａｒｉａｎｃｅｏｆｔｈｅｕｎｏｂｓｅｒｖａｂｌｅｓｔａｔｅｖａｒｉａｂｌｅｐｒｏ

ｃｅｓｓｏｖｅｒｄｉｓｃｒｅｔｅｔｉｍｅｉｎｔｅｒｖａｌｓ．Ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇｔｈｅ

ｌｅｎｇｔｈｏｆｔｈｅｐａｐｅｒ，ｔｈｅｄｅｔａｉｌｓａｒｅｎｏｔｄｉｓｃｕｓｓｅｄ．

Ｆｏｒｔｈｅｄｅｒｉｖａｔｉｏｎ，ｓｅｅＲｅｆ．［１２］．Ｔｈｅｆｉｒｓｔｔｗｏ

ｍｏｍｅｎｔｓｏｆｔｈｅＧａｕｓｓｉａｎｔｒａｎｓｉｔｉｏｎｄｅｎｓｉｔｙｏｆ

牜（牠）ｉｓ

牜（牠＋ １）燏牜（牠）～ 爫 犤（１－ ｅ
－牑Δ牠
）＋ ｅ

－牑Δ牠

槏 牜（牠），

犲
２

２牑
（１－ ｅ

－２牑Δ牠

槕） （２）

ｗｈｅｒｅΔ牠ｉｓｔｈｅｔｉｍｅｉｎｔｅｒｖａｌ．Ｔｈｅｎｔｈｅｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ

ｅｑｕａｔｉｏｎｉｓｓｐｅｃｉｆｉｅｄａｓｆｏｌｌｏｗｓ

牜（牠＋ １）＝ 犤（１－ ｅ
－牑Δ牠
）＋ ｅ

－牑Δ牠
牜（牠）＋ 牥（牠）

（３）

ｗｈｅｒｅ牥（牠）ｉｓａｒａｎｄｏｍｖａｒｉａｂｌｅｗｉｔｈｚｅｒｏｍｅａｎ

ａｎｄｔｈｅｖａｒｉａｎｃｅｇｉｖｅｎｂｙ
犲
２

槏 槕２牑（１－ｅ
－２牑Δ牠
）．

Ａｓｔｏｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｓｙｓｔｅｍ，ｔｈｅｔｅｒｍ ｓｔｒｕｃ┐

ｔｕｒｅ╄（牠，爴）牏牞

╄（牠，爴）＝－
┑（犳）

犳
＋
┒（犳）

犳
牜（牠） （４）

ｗｈｅｒｅ牠，爴ａｎｄ犳＝爴－牠ｄｅｎｏｔｅｔｈｅｃｕｒｒｅｎｔｔｉｍｅ，

ｔｈｅｃｏｎｔｒａｃｔｍａｔｕｒｉｔｙａｎｄｔｈｅｔｉｍｅｔｏｍａｔｕｒｉｔｙｒｅ

ｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．Ｔｈｅｐａｒａｍｅｔｅｒｓ┑（犳）ａｎｄ┒（犳）ｓａｔｉｓｆｙ

ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｏｒｄｉｎａｒｙ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ

（ＯＤＥｓ）
［９］
，ｔｈａｔｉｓ

┒′（犳）＋ 牑┒（犳）＝ １ （５）

－ ┑′（犳）－ 牑犤－
犲犧

槏 槕牑 ┒（犳）＋
犲
２

２
┒
２
（犳）＝ ０

（６）

ｗｈｅｒｅ犧ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓｔｈｅｍａｒｋｅｔｐｒｉｃｅｏｆｒｉｓｋ．

ＯＤＥｓｃａｎｂｅｓｏｌｖｅｄｂｙｎｕｍｅｒｉｃａｌｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎｗｉｔｈ

ｔｈｅｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ：┒（０）＝０牔×１ｗｉｔｈ牔ｒｅ

ｆｅｒｒｉｎｇ ｔｏｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆｓｔａｔｅｖａｒｉａｂｌｅｓａｎｄ

┑（０）＝０．ＴｈｅｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔＥｑ．（４）ｉｓｃｏｍｐｌｅｔｅｄ

ｗｉｔｈ

┒（犳）＝
１

牑
（１－ ｅ

－牑犳
）

┑（犳）＝
犞［┒（犳）－ 犳］

牑
２ －

犲
２
┒
２
（犳）

烅

烄

烆 ４牑

（７）

ｗｈｅｒｅ犞＝牑
２
犤－
犲犧

槏 槕牑 －
犲
２

２
．

ＩｎｔｈｅＶａｓｉｃｅｋｍｏｄｅｌ，ｔｈｅｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｅ

ｑｕａｔｉｏｎｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓｔｈｅａｆｆｉｎｅｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎ

ｔｈｅｚｅｒｏｃｏｕｐｏｎｂｏｎｄｙｉｅｌｄｓａｎｄｔｈｅｕｎｏｂｓｅｒｖａｂｌｅ

ｓｔａｔｅｖａｒｉａｂｌｅ．Ｆｏｌｌｏｗｉｎｇｔｈｅａｓｓｕｍｐｔｉｏｎｔｈａｔｔｈｅ

ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｎｏｉｓｅｉｎｂｏｎｄｙｉｅｌｄｓｉｓｓｅｑｕｅｎｔｉａｌｌｙ

ｃｏｒｒｅｌａｔｅｄ
［８］
，ｔｈｅｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｅｑｕａｔｉｏｎｉｎｔｅｒｍｓ

ｏｆｓｔａｔｅｓｐａｃｅｆｏｒｍｆｏｒｏｂｓｅｒｖａｂｌｅｙｉｅｌｄｓｉｓｇｉｖｅｎ

ｂｙ

╄（牠＋ １）＝－
┑（犳）

犳
＋

┒（犳）

犳
牜（牠＋ １）＋ ╀（牠＋ １） （８）

ｗｈｅｒｅｔｈｅｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｎｏｉｓｅｉｓｇｅｎｅｒａｔｅｄｆｒｏｍ

╀（牠＋ １）＝ 熓╀（牠）＋ ┿（牠＋ １） （９）

ｗｈｅｒｅ熓ｉｓａ牕×牕ｍａｔｒｉｘｗｉｔｈ牕ｒｅｆｅｒｒｉｎｇｔｏｔｈｅ

ｎｕｍｂｅｒｏｆｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎｓａｎｄ┿（牠＋１）ｔｈｅＧａｕｓｓｉａｎ

ｒａｎｄｏｍ ｖｅｃｔｏｒｓｅｑｕｅｎｃｅ（ｗｈｉｔｅｎｏｉｓｅ）ｗｉｔｈｚｅｒｏ

ｍｅａｎａｎｄｃｏｖａｒｉａｎｃｅｍａｔｒｉｘ┢．Ｉｎａｄｄｉｔｉｏｎ，牥（牠）

ａｎｄ┿（牠）ａｒｅｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ．Ｔｈｅｍａｔｒｉｃｅｓ熓ａｎｄ┢

ａｒｅｓｐｅｃｉｆｉｅｄａｓ

０１３ ＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｆＮａｎｊｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＡｅｒｏｎａｕｔｉｃｓ＆Ａｓｔｒｏｎａｕｔｉｃｓ Ｖｏｌ．２８



熓＝

犑１ ０ … ０

０ 犑２ … ０

   

０ ０ … 犑

烄

烆

烌

烎牕

（１０）

┢＝

爲
２
１ ０ … ０

０ 爲
２
２ … ０

   

０ ０ … 爲

烄

烆

烌

烎２牕

（１１）

Ｂｏｔｈ犑牏ａｎｄ爲牏ａｒｅｄｅｆｉｎｅｄｂｅｔｗｅｅｎ－ １ａｎｄ１ｗｉｔｈ

牏＝１，…，牕．

 ┎┈┉│┊│┃┉┉┄┃│┄━┈

Ｔｈｅｓｔａｔｅｉｓｆｉｒｓｔａｕｇｍｅｎｔｅｄｔｏｉｎｃｌｕｄｅ╀（牠＋

１）．Ｔｈｅｎｔｈｅｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｓａｒｅ＂ｐｅｒｆｅｃｔ＂，ｉ．ｅ．，

ｃｏｎｔａｉｎｉｎｇｎｏｎｏｉｓｅ．Ｔｈｅｐｅｒｆｅｃｔｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｓ

ｌｅａｄｔｏｓｉｎｇｕｌａｒｐｒｏｂｌｅｍｗｉｔｈｉｎｔｈｅｆｒａｍｅｗｏｒｋｏｆ

ＫａｌｍａｎＢｕｃｙｔｈｅｏｒｙ
［１３］
．Ｔｏａｌｌｅｖｉａｔｅｔｈｅｐｒｏｂｌｅｍ

ｉｎｔｈｉｓｃａｓｅ，ｗｅｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｔｈｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅｏｆｔｈｅ

ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｎｏｉｓｅｂｙ

┦（牠＋ １）＝ ╀（牠＋ １）＋ 熦（牠＋ １） （１２）

ｗｈｅｒｅ熦（牠＋１）ｉｓａｗｈｉｔｅｎｏｉｓｅｗｉｔｈｚｅｒｏｍｅａｎａｎｄ

ｃｏｖａｒｉａｎｃｅｍａｔｒｉｘ┕

┕＝

爠
２
１ ０ … ０

０ 爠
２
２ … ０

   

０ ０ … 爠

烄

烆

烌

烎２牕

（１３）

ｗｈｅｒｅ－１≤爠牏≤１ｗｉｔｈ牏＝１，…，牕．Ｔｈｅｒｅｑｕｉｒｅ

ｍｅｎｔｔｈａｔｔｈｅｃｏｖａｒｉａｎｃｅｏｆ┕ｉｓｓｍａｌｌｒｅｌａｔｉｖｅｔｏ

┦（牠＋１）ｇｉｖｅｓｔｈｅｍｏｄｅｌｌｉｔｔｌｅｉｍｐａｃｔｗｈｉｌｅｐｒｏ

ｄｕｃｉｎｇｆｉｌｔｅｒｅｄｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ．Ｔｈｅｓｔａｔｅｓｐａｃｅｆｏｒｍ

ｏｆＶａｓｉｃｅｋｍｏｄｅｌａｆｔｅｒａｕｇｍｅｎｔａｔｉｏｎｂｅｃｏｍｅｓ

┨（牠＋ １）＝ ┓＋ 熑┨（牠）＋ ┧（牠） （１４）

╄（牠＋１）＝－
┑

犳
＋┘┨（牠＋１）＋熦（牠＋１） （１５）

ｗｈｅｒｅ┨（牠 ［ ］＋ １）＝ 牜（牠＋１） ╀（牠＋１）
Ｔ
，┓＝

犤（１－ｅ
－牑Δ牠
） ［ ］牕

Ｔ
，┧（牠 ［ ］）＝ 牥（牠） 熦（牠）

Ｔ
，┘＝

┒

犳
┙［ ］牕 ，ａｎｄｔｈｅｎｅｗ ｃｏｖａｒｉａｎｃｅｍａｔｒｉｘｆｏｒ

┧（牠）ｉｓ熕．Ｔｈｅａｕｇｍｅｎｔｅｄｍａｔｒｉｃｅｓａｒｅ

熑＝
ｅ
－牑Δ牠



［ ］ 熓
（１６）

熕＝

犲
２

２牑
（１－ ｅ

－２牑Δ牠
） 熿

燀

燄

燅 ┢

（１７）

Ｔｈｅｍｅｔｈｏｄｆｏｒｏｐｔｉｍａｌｆｉｌｔｅｒｉｎｇｄｅｖｅｌｏｐｅｄ

ｂｙＫａｌｍａｎｉｓａｐｐｌｉｅｄｔｏｔｈｅａｕｇｍｅｎｔｅｄｓｔａｔｅｓｐａｃｅ

ｍｏｄｅｌｓａｓｆｏｌｌｏｗｓ
［１４］

┨

（牠＋ １燏牠）＝ ┓＋ 熑┨


（牠）

┠（牠＋ １燏牠）＝ 熑┠（牠燏牠）熑
Ｔ
＋ 熕

┨

（牠＋ １燏牠＋ １）＝ ┨


（牠＋ １燏牠）＋ ┛（牠＋ １）燈

╄（牠＋ １）＋
┑

犳
－ ┘┨


［ ］（牠＋ １燏牠）

┛（牠＋ １）＝ ┠（牠＋ １燏牠）┘
Ｔ
燈

［┘┠（牠＋ １燏牠）┘
Ｔ
＋ ┕］

－１

┠（牠＋ １燏牠＋ １）＝ ［┙－ ┛（牠＋ １）┘］燈

┠（牠＋ １燏牠）［┙－ ┛（牠＋ １）┘］
Ｔ
＋

┛（牠＋ １）┕┛（牠＋ １）
Ｔ

（１８）

ｗｈｅｒｅ┨

（牠＋ １燏牠＋ １）ｉｓｔｈｅｏｐｔｉｍａｌｅｓｔｉｍａｔｅｏｆ

┨（牠＋１燏牠＋１），┛（牠＋１）ｔｈｅｆｉｌｔｅｒｇａｉｎ，ａｎｄ┠（牠＋１燏

牠＋１）ｔｈｅｃｏｖａｒｉａｎｃｅｏｆｔｈｅｅｒｒｏｒｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅａｃｔｕ┐

ａｌ┨（牠＋１燏牠＋１）ａｎｄｉｔｓｅｓｔｉｍａｔｅ┨

（牠＋１燏牠＋１）．

 ﹦﹦﹫﹦﹢﹦

Ｉｎｔｈｉｓｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ，ｗｅｕｓｅｔｈｅｄｅｖｅｌｏｐｅｄ

ａｕｇｍｅｎｔｅｄＫａｌｍａｎｆｉｌｔｅｒｓｙｓｔｅｍ ｔｏｒｅｃｅｉｖｅｔｈｅ

ｂｏｎｄｙｉｅｌｄｓａｓｉｎｐｕｔ．Ｔｈｅｍｏｎｔｈｌｙｄａｔａｕｓｅｄｆｏｒ

ｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｅｘａｍｐｌｅａｒｅｔａｋｅｎｆｒｏｍｔｈｅｗｅｂｓｉｔｅ

ｏｆＢａｎｋｏｆＣａｎａｄａａｎｄｔｈｅｄａｔａｓｅｒｉｅｓｃｏｖｅｒｔｈｅ

ｐｅｒｉｏｄｆｒｏｍ Ｊａｎｕａｒｙ，１９９１ｔｏＤｅｃｅｍｂｅｒ，２０００，

ｔｏｔａｌｌｉｎｇｆｏｕｒｍｏｎｔｈｌｙｙｉｅｌｄｓｅｒｉｅｓａｎｄ１２０ｔｉｍｅ

ｓｅｒｉｅｓ．Ｔｈｅｚｅｒｏｃｏｕｐｏｎｂｏｎｄｙｉｅｌｄｓｉｎｃｏｒｐｏｒａｔｅｄ

ｉｎｔｏｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｓｙｓｔｅｍ ｉｎｃｌｕｄｅ

ｆｏｕｒｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎｓｗｉｔｈ ０２５ｙｅａｒ， ０５０ｙｅａｒ，

１００ｙｅａｒ，ａｎｄ５００ｙｅａｒｔｉｍｅｔｏｍａｔｕｒｉｔｉｅｓ．

Ｔｈｅｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｃｒｉｔｅｒｉｏｎｕｓｅｄｆｏｒｅｖａｌｕａｔ

ｉｎｇｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄａｕｇｍｅｎｔｅｄＫａｌｍａｎｆｉｌｔｅｒａｌｇｏ

ｒｉｔｈｍｉｓｔｈｅｒｅｓｉｄｕａｌｓｏｆｔｈｅｍｏｄｅｌ，ｄｅｆｉｎｅｄｂｙｔｈｅ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｏｂｓｅｒｖａｂｌｅｂｏｎｄｙｉｅｌｄｓａｎｄ

ｔｈｅｆｉｌｔｅｒｅｄｙｉｅｌｄｓ．Ｔｈｅｒｅｓｉｄｕａｌｒｅｓｕｌｔｓｆｒｏｍｔｈｅ

ｃｏｒｒｅｌａｔｅｄｎｏｉｓｅａｓｓｕｍｐｔｉｏｎａｒｅｃｏｍｐａｒｅｄｗｉｔｈ

ｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓｆｒｏｍ ｔｈｅｉ．ｉ．ｄａｓｓｕｍｐｔｉｏｎ．Ｔａｂｌｅｓ１

ａｎｄ２ｐｒｏｖｉｄｅｔｈｅｍｅａｎａｎｄｓｔａｎｄａｒｄｄｅｖｉａｔｉｏｎｏｆ
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带有序列相关噪声┈─期限结构模型的线性滤波

吴 姝 刘思峰

（南京航空航天大学经济与管理学院，南京，２１００１６，中国）

摘要：在基于Ｖａｓｉｃｅｋ利率期限结构模型，使用Ｋａｌｍａｎ滤波

器进行状态估计时，通常采用量测噪声不相关假设。研究

表明，量测噪声在很多情况下满足相关性假设。本文采用

一般性的相关量测噪声假设，提出针对Ｖａｓｉｃｅｋ模型潜变

量估计的状态扩维Ｋａｌｍａｎ滤波法。实验结果表明，量测噪

声相关假设下的Ｖａｓｉｃｅｋ模型比较准确地描述了利率期限

结构的动态变化特征。

关键词：Ｖａｓｉｃｅｋ期限结构模型；扩维卡尔曼滤波；序列相

关噪声；状态估计
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