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ｗｈｅｒｅ牰牎ｉｓｔｈｅｆｉｎｉｔｅｐａｒｔｉｔｉｏｎｏｆｔｈｅｄｏｍａｉｎ犓

ａｎｄ爼（爦）ｔｈｅｓｏｃａｌｌｅｄｌｏｃａｌｓｐａｃｅ，ｗｈｉｃｈｉｓｔａｋ

ｅｎａｓｔｈｅｃｏｌｌｅｃｔｉｏｎｏｆｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓｏｆｄｅｇｒｅｅ牑．

Ｓｅｔ牑＝２ｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ．

Ｉｎｏｒｄｅｒｔｏｄｅｔｅｒｍｉｎｅｔｈｅａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｓｏｌｕ┐

ｔｉｏｎ┥牎（┨，牠），ｗｅｍｕｌｔｉｐｌｙＥｑ．（１）ｂｙ牤牎∈爼牎，ａｎｄ

ｉｎｔｅｇｒａｔｅｏｖｅｒ爦∈牰牎，ｔｈｅｎｒｅｐｌａｃｅｔｈｅｅｘａｃｔｓｏ┐

ｌｕｔｉｏｎ┥（┨，牠）ｂｙａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ┥牎（┨，牠）∈爼牎，ｆｉ

ｎａｌｌｙｕｓｅＧｒｅｅｎｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ．Ｗｅｏｂｔａｉｎ

∫爦


牠
┥牎（┨，牠）牤牎（┨）ｄΩ＋∑

牉∈爦
∫牉┰（┥牎（┨，牠））燈

┸牉，爦牤牎（┨）ｄ牰－∫爦┰（┥牎（┨，牠））燈牤牎（┨）ｄΩ＝

∫爦┣（┥牎（┨，牠））牤牎（┨）ｄΩ （３）

ｗｈｅｒｅ

┨＝ （牨，牪）

┰（┥（┨，牠））＝ （┖（┥（┨，牠）），┗（┥（┨，牠）））

ａｎｄ┸牉，爦 ｄｅｎｏｔｅｓｔｈｅｕｎｉｔｏｕｔｗａｒｄｎｏｒｍａｌｆｏｒｔｈｅ

ｅｄｇｅ牉槏 槕牉＝爦∩爦′≠ ．

Ｔｈｅｎｔｈｅｆｌｕｘ┰（┥牎（┨，牠））·┸牉，爦 ｉｓｒｅｐｌａｃｅｄ

ｂｙｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｆｌｕｘ┲
牉，爦
（┨，牠），ｗｅｏｂｔａｉｎ

∫爦


牠
┥牎（┨，牠）牤牎（┨）ｄΩ＋

∑
牉∈爦
∫牉┲

牉，爦
（┨，牠）牤牎（┨）ｄ牰－∫爦┰（┥牎（┨，牠））燈

牤牎（┨）ｄΩ＝∫爦┣（┥牎（┨，牠））牤牎（┨）ｄΩ （４）

Ｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｆｌｕｘｉｓｄｅｆｉｎｅｄａｓ

┲
牉，爦
（┨，牠）＝ ┲

牉，爦
（┥牎（┨

ｉｎｔ（爦）
，牠），┥牎（┨

ｅｘｔ（爦）
，牠））

（５）

ＴｈｅｖａｌｕｅｏｆＥｑ．（５）ａｔｔｈｅｐｏｉｎｔ（┨，牠）ｄｅｐｅｎｄｓ

ｏｎｔｈｅｔｗｏｖａｌｕｅｓｏｆｔｈｅａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｓｏｌｕｔｉｏｎａｔ

（┨，牠）．Ｏｎｅｉｓｔｈｅｖａｌｕｅｏｂｔａｉｎｅｄｆｒｏｍｔｈｅｉｎｔｅｒｉｏｒ

ｏｆｔｈｅｅｌｅｍｅｎｔ爦，ｎａｍｅｌｙ

┥牎（┨
ｉｎｔ（爦）
，牠）＝ ｌｉｍ

牪→牨，牪∈爦
┥牎（牪，牠）

ａｎｄｔｈｅｏｔｈｅｒｉｓｔｈｅｖａｌｕｅｏｂｔａｉｎｅｄｆｒｏｍｔｈｅｅｘｔｅ

ｒｉｏｒｏｆｔｈｅｅｌｅｍｅｎｔ爦，ｎａｍｅｌｙ

┥牎（┨
ｅｘｔ（爦）
，牠）＝

犞牎（┨，牠） ┨∈ 犓

ｌｉｍ
牪→牨，牪爦

┥牎
烅
烄

烆 （牪，牠） ┨ 犓

Ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｆｌｕｘ ｓａｔｉｓｆｉｅｓ ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔ，

ｍｏｎｏｔｏｎｙ，Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚａｎｄｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｖｅ．

Ｉｎ ｔｈｉｓｐａｐｅｒ， ｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ＬｏｃａｌＬａｘ

Ｆｒｉｅｄｒｉｃｈｓｆｌｕｘｉｓｕｓｅｄ

┲
牉，爦
（牃，牄）＝

１

２
［┰（牃）燈┸牉，爦 ＋ ┰（牄）燈┸牉，爦 － 犜牉，爦（牄－ 牃）］

（６）

ｗｈｅｒｅ犜牉，爦ｉｓａｎｅｓｔｉｍａｔｅｏｆｔｈｅｂｉｇｇｅｓｔｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ

ｏｆｔｈｅＪａｃｏｂｉｎ


┥
┰（┥牎（┨，牠））·┸牉，爦ｆｏｒ（┨，牠）ｉｎａ

ｎｅｉｇｈｂｏｕｒｈｏｏｄｏｆｔｈｅｅｄｇｅ牉．Ｍｏｒｅｏｖｅｒ，ｔｈｅｉｎｔｅ

ｇｒａｌｓｉｎＥｑ．（４）ａｒｅｒｅｐｌａｃｅｄｂｙｑｕａｄｒａｔｕｒｅｒｕｌｅｓ

０１ ＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｆＮａｎｊｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＡｅｒｏｎａｕｔｉｃｓ＆Ａｓｔｒｏｎａｕｔｉｃｓ Ｖｏｌ．２９



ａｓｆｏｌｌｏｗｓ

∫牉┲
牉，爦
（┨，牠）牤牎（┨）ｄ牰≈

∑
爧

牓＝１

犽牓┲
牉，爦
（┨牉牓，牠）牤牎（┨牉牓）燏牉燏 （７）

∫爦┰（┥牎（┨，牠））燈牤牎（┨）ｄ犓≈

∑
爩

牔＝１

犽牔┰（┥牎（┨爦牔，牠））燈牤牎（┨爦牔）燏爦燏 （８）

∫爦┣（┥牎（┨，牠））牤牎（┨）ｄ犓≈

∑
爩

牔＝１

犽牔┣（┥牎（┨爦牔，牠））牤牎（┨爦牔）燏爦燏 （９）

Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，Ｅｑ．（４）ｉｓｒｅｗｒｉｔｔｅｎａｓ

∫爦


牠
┥牎（┨，牠）牤牎（┨）ｄ犓＋

∑
牉∈爦
∑
爧

牓＝１

犽牓┲
牉，爦
（┨牉牓，牠）牤牎（┨牉牓）燏牉燏－

∑
爩

牔＝１

犽牔┰（┥牎（┨爦牔，牠））燈牤牎（┨爦牔）燏爦燏＝

∑
爩

牔＝１

犽牔┣（┥牎（┨爦牔，牠））牤牎（┨爦牔）燏爦燏 （１０）

Ｆｏｒｃｏｎｖｅｎｉｅｎｔｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ，ｔｈｅｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ

ｂａｓｉｓｆｕｎｃｔｉｏｎｓ｛犺１，犺２，…，犺牐｝ａｒｅｕｓｅｄｉｎｓｉｄｅｔｈｅ

ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒｅｌｅｍｅｎｔ［牨牏－１燉２，牨牏＋１燉２］× ［牪牐－１燉２，

牪牐＋１燉２］．Ｈｅｎｃｅ，ｔｈｅｌｏｃａｌｍａｓｓｍａｔｒｉｘｉｓｄｉａｇｏｎａｌ．

Ｔｈｅｎ，ｔｈｅｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｆｏｒｔｈｅａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｓｏｌｕ┐

ｔｉｏｎ┥牎（┨，牠）ｉｎｓｉｄｅｔｈｅｕｎｉｔ爦ｉｓｔａｋｅｎａｓ

┥牎（┨，牠）＝∑
牐

┥

牐（牠）犺牐（┨） （１１）

Ｓｅｔ牤牎＝犗牏ｉｎＥｑ．（１０），ｗｅｏｂｔａｉｎ

∑
牐

ｄ┥

牐

ｄ牠∫爦犺牐（┨）犺牏（┨）ｄΩ＋

∑
牉∈爦
∑
爧

牓＝１

犽牓┲
牉，爦
（┨牉牓，牠）犺牏燏牉燏－∑

爩

牔＝１

犽牔┰（┥牎（┨爦牔，牠））燈

犺牏燏爦燏＝∑
爩

牔＝１

犽牔┣（┥牎（┨爦牔，牠））犺牏燏爦燏 （１２）

Ｍａｋｅ┝爦ｂｅｔｈｅｍａｓｓｍａｔｒｉｘ，ｆｏｒ牤牎∈爼牎，

爦∈牰牎，Ｅｑ．（１２）ｃａｎｂｅｒｅｗｒｉｔｔｅｎｉｎａｃｏｎｃｉｓｅ

ＯＤＥｓｆｏｒｍａｓ

┝爦

ｄ┥

牎（牠）

ｄ牠
＝ 爧牎（┥


牎（牠），犞牎） （１３）

 ┊┃┐┊┉┉┉│┈┇┉┏┉┄┃

Ｔｈｅａｂｏｖｅｓｙｓｔｅｍ ｏｆＯＤＥｓｉｓｄｉｓｃｒｅｔｉｚｅｄｉｎ

ｔｉｍｅｗｉｔｈＲｕｎｇｅＫｕｔｔａｍｅｔｈｏｄｔｈａｔｉｓｔｈｉｒｄｏｒｄｅｒ

ａｃｃｕｒａｔｅａｎｄｔｈｅｓｐｅｃｉａｌｓｔｅｐｓａｒｅｓｈｏｗｎａｓｆｏｌ

ｌｏｗｓ．

（１）Ｓｅｔ┥
０
牎＝爮爼牎（┥


０），ｔｈｅｏｐｅｒａｔｏｒ爮爼牎ｉｓｔｈｅ

爧２ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｉｎｔｏｔｈｅｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｓｐａｃｅ爼牎．

（２）Ｆｏｒ牕＝０，…，爫－１，ｃｏｍｐｕｔｅ┥
牕＋１
牎 ａｓｆｏｌ

ｌｏｗｓ：

① Ｓｅｔ┥
０
牎＝┥
牕
牎．

② Ｆｏｒ牏＝１，…，牑＋１，ｃｏｍｐｕｔｅｔｈｅｉｎｔｅｒｍｅ

ｄｉａｔｅｆｕｎｃｔｉｏｎｓ

┥
（牏）
牎＝ ∑

牏－１

牓＝０

犜牏牓┥
（牓）
牎 ＋犝牏牓Δ牠

牕
爧牎（┥
（牓）
牎 ，犞牎（牠

牕
＋牆牓Δ牠

牕

｛ ｝））

Δ牠
牕
＝ 牠

牕＋１
－ 牠

牕

③ Ｓｅｔ┥
牕＋１
牎 ＝┥

牑＋１
牎 ．

Ｆｏｒｍｏｒｅｄｅｔａｉｌｓｏｎｔｈｅｖａｌｕｅｏｆ犜牏牓，犝牏牓ａｎｄ

牆牓，ｓｅｅＲｅｆ．［１２］．

 ﹦﹫﹤﹢﹫﹢﹫

Ａｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｔｏｒｏｉｄａｌｓｈｏｃｋ

ｗａｖｅｆｏｃｕｓｉｎｇｉｎａｃｏａｘｉａｌｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｓｈｏｃｋｔｕｂｅ

ｉｓｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒｂｙｕｓｉｎｇａＤＧｆｉｎｉｔｅ

ｅｌｅｍｅｎｔｍｅｔｈｏｄｗｉｔｈｔｈｉｒｄｏｒｄｅｒａｃｃｕｒａｃｙ．Ｔｏ

ｖａｌｉｄａｔｅｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｍｅｔｈｏｄ，ｔｈｅｓｈｏｃｋｔｕｂｅ

ｐｒｏｂｌｅｍｗｉｔｈｉｎｉｔｉａｌｓｔａｔｅｉｎＲｅｆ．［１６］ｉｓｃｏｍｐｕｔ

ｅｄ．Ｔｈｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｓｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｃｏｍｐｕｔｅｄｒｅ

ｓｕｌｔｓａｎｄａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓｈｏｗｅｘｃｅｌｌｅｎｔａｇｒｅｅ

ｍｅｎｔｓａｓｓｈｏｗｎｉｎＦｉｇ．１．

Ｆｉｇ．１ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｓｂｅｔｗｅｅｎｃｏｍｐｕｔｅｄｒｅｓｕｌｔａｎｄａｎａ

ｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ

１１Ｎｏ．１ ＣｈｅｎＥｒｙｕｎ，ｅｔａｌ．ＮｕｍｅｒｉｃａｌＩｎｖｅｓｔｉｇａｔｉｏｎｏｆＴｏｒｏｉｄａｌＳｈｏｃｋＷａｖｅｓ…



ＳｅｖｅｒａｌｃａｓｅｓｗｉｔｈｈｉｇｈｅｒｉｎｃｉｄｅｎｔＭａｃｈ

ｎｕｍｂｅｒｓｖａｒｙｉｎｇｆｒｏｍ ２０ｔｏ５０ａｒｅｃｏｍｐｕｔｅｄ．

Ａ ｓｃｈｅｍａｔｉｃｏｆｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｄｏｍａｉｎ，ｗｈｉｃｈｉｓ

１０爧ｉｎｒａｄｉａｌｄｉｒｅｃｔｉｏｎａｎｄ２０爧ｉｎａｘｉａｌｄｉｒｅｃ

ｔｉｏｎ，ｓｈｏｗｎｉｎＦｉｇ．２，ｉｓｄｉｖｉｄｅｄｉｎｔｏ４００×２００

ｇｒｉｄｃｅｌｌｓ，ｗｈｅｒｅ爧∶爟∶牆＝１∶０３∶０２．

Ｆｉｇ．３ｓｈｏｗｓｄｅｎｓｉｔｙｃｏｎｔｏｕｒｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓｆｏｒ

ｉｎｃｉｄｅｎｔＭａｃｈｎｕｍｂｅｒ爩牃＝３０ａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔｎｏｎ

ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｔｉｍｅ．Ｔｈｅｔｏｒｏｉｄａｌｓｈｏｃｋｗａｖｅ，ｗｈ

Ｆｉｇ．２ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｄｏｍａｉｎ

ｉｃｈｉｓｄｉｓｃｈａｒｇｅｄｆｒｏｍａｎｏｐｅｎｅｎｄｃｏａｘｉｓａｎｎｕｌａｒ

ｓｈｏｃｋｔｕｂｅ，ｄｉｆｆｒａｃｔｓｏｖｅｒｔｈｅｂａｃｋｗａｒｄｓｔｅｐｂｅ

Ｆｉｇ．３ Ｄｅｎｓｉｔｙｃｏｎｔｏｕｒｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔｔｉｍｅ（爩牃＝３．０）

２１ ＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｆＮａｎｊｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＡｅｒｏｎａｕｔｉｃｓ＆Ａｓｔｒｏｎａｕｔｉｃｓ Ｖｏｌ．２９



ｃａｕｓｅｏｆａｓｕｄｄｅｎｓｐｒｅａｄｏｆｐｒｏｐａｇａｔｉｎｇｐｒｏｆｉｌｅ

ａｎｄａｖｅｒｔｅｘｒｉｎｇｉｓｆｏｒｍｅｄｂｅｈｉｎｄｔｈｅｄｉｆｆｒａｃｔｉｎｇ

ｓｈｏｃｋｗａｖｅａｓｓｈｏｗｎｉｎＦｉｇ．３（ａ）．Ａｎｄｔｈｅｎ，ｔｈｅ

ｄｉｆｆｒａｃｔｉｏｎｓｈｏｃｋｗａｖｅｉｍｐｌｏｄｅｓｔｏｗａｒｄｔｈｅａｘｉｓ

ｏｆｓｙｍｍｅｔｒｙａｎｄａｒｅｇｕｌａｒｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎｃａｎｂｅｏｂ

ｓｅｒｖｅｄ ｉｎ Ｆｉｇ．３（ｂ）． Ｍｅａｎｗｈｉｌｅ， ａｓｅｃｏｎｄａｒｙ
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环形激波聚焦流场特性的间断有限元方法

陈二云１ 赵改平２ 卓文涛１ 杨爱玲１

（１．上海理工大学能源与动力工程学院，上海，２０００９３，中国；

２．上海理工大学医疗器械与食品学院，上海，２０００９３，中国）

摘要：针对环形激波聚焦时产生的高温、高压特性，采用间

断有限元方法对环形激波在同轴圆柱形激波管内的聚焦流

场进行了数值模拟。为了验证采用方法的有效性，首先对

经典激波管问题进行了求解，计算结果与解析解吻合很好。

其次，对入射激波马赫数为２０到５０的环形激波聚焦流场

进行了计算，获得了环形激波在圆柱形激波管内聚焦过程

的气动特性。模拟结果表明，采用间断有限元方法能够有

效地捕捉激波聚焦过程形成的绕射、反射和聚焦等主要流

动特征，而且在聚焦点附近，数值解具有较大的梯度变化，

表明该方法对间断解具有较强的捕捉能力。最后比较了网

格尺度对聚焦点峰值压力的影响。

关键词：激波聚焦；球面双马赫反射；间断有限元方法
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