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烅

烄

烆 ｃｏｓ（牕牠）＋ Δ牏ｓｉｎ（牕牠）］

（１）

牨＝ 牃牕牉牔ｓｉｎ（牕牠－ 犽牔）

牪＝ ２牃牕牉牔ｃｏｓ（牕牠－ 犽牔）

牫＝ 牃牕［Δ犓ｓｉｎ牏爩

烅

烄

烆 ｓｉｎ（牕牠）＋ Δ牏ｃｏｓ（牕牠）］

（２）

ｗｈｅｒｅｓｕｂｓｃｒｉｐｔ爩ａｎｄ牔ｄｅｎｏｔｅｔｈｅｐｒｉｎｃｉｐａｌａｎｄ

ｔｈｅｄｅｐｕｔｙｓａｔｅｌｌｉｔｅｓｙｓｔｅｍｓｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ，牕ｄｅ

ｎｏｔｅｓｔｈｅａｖｅｒａｇｅｏｒｂｉｔａｌａｎｇｕｌａｒｖｅｌｏｃｉｔｙ．Ｏｒｂｉｔａｌ

ｐａｒａｍｅｔｅｒｍｅｔｈｏｄｃａｎｄｅｓｃｒｉｂｅｒｅｌａｔｉｖｅｐｏｓｉｔｉｏｎｏｆ

ｆｏｒｍａｔｉｏｎｆｌｙｉｎｇｓａｔｅｌｌｉｔｅｓ．

 ┊┉┇┃┄┃│┉┄

Ｑｕａｔｅｒｎｉｏｎｍｅｔｈｏｄｉｓｂｒｏｕｇｈｔｉｎａｓａｃｏｍ

ｐｅｎｓａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｏｒｂｉｔａｌｍｅｔｈｏｄｔｏｄｅｐｉｃｔｔｈｅｒｅｌａ

ｔｉｖｅａｔｔｉｔｕｄｅｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ．Ａ ｑｕａｔｅｒｎｉｏｎｉｓｍａｄｅ

ｕｐｏｆｏｎｅｓｃａｌａｒｐａｒｔａｎｄｔｈｒｅｅｖｅｃｔｏｒｐａｒｔｓ，

ｓｈｏｗｎａｓ

┻＝ 牚０＋ 牚１牏＋ 牚２牐＋ 牚３牑＝ 牚０ ┻［ ］
Ｔ Ｔ

（３）

ｗｈｅｒｅ牚０ ｉｓｔｈｅｓｃａｌａｒｐａｒｔａｎｄ┻ｔｈｅｖｅｃｔｏｒｐａｒｔ．

Ｔｈｅｆｏｕｒｐａｒａｍｅｔｅｒｓｓａｔｉｓｆｙｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｏｂｌｉｇａ

ｔｉｏｎｅｑｕａｔｉｏｎ

牚
２
０＋ 牚

２
１＋ 牚

２
２＋ 牚

２
３＝ １ （４）

 ﹢﹪﹦﹢﹫﹤﹢﹥﹦﹨

﹥﹢﹢﹦﹫﹤﹦

Ｄｕａｌｑｕａｔｅｒｎｉｏｎｃｕｒｖｅｉｓｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｑｕａｔｅｒ

ｎｉｏｎａｎｄｄｕａｌａｌｇｅｂｒａｔｈｅｏｒｙ．Ａｎｄｔｈｅｃｕｒｖｅｉｓ

ｐｏｗｅｒｆｕｌｔｏｏｌｆｏｒｒｉｇｉｄｂｏｄｙｋｉｎｅｍａｔｉｃｓ，ｓｉｎｃｅｉｔ

ｃａｎｅａｓｉｌｙｄｅｓｃｒｉｂｅｔｈｅｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎｏｆｂｏｔｈｔｒａｎｓ

ｌａｔｉｏｎａｎｄｒｏｔａｔｉｏｎ
［８］
，ｓｈｏｗｎａｓ

┻

＝ ┻＋ 犡┻′

┻

＝ ｃｏｓ

犤


２
，┶

ｓｉｎ
犤


槏 槕
烅

烄

烆 ２

（５）

ｗｈｅｒｅ┶

ｉｓｔｈｅｒｏｔａｔｉｎｇａｘｉｓ，犤


ｔｈｅｄｕａｌａｎｇｌｅ，犤


＝

犤＋犡牆，ａｎｄ┻′ｔｈｅｄｕａｌｐａｒｔ．Ｆｏｒｔｈｅｄｕａｌｑｕａｔｅｒ

ｎｉｏｎｃｕｒｖｅ┻

＝┻

（牠），ｔｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｔｒａｎｓｌａｔｉｏｎ

ａｎｄｒｏｔａｔｉｏｎｐａｒｔｓａｒｅｔｒａｎｓ（┻）ａｎｄｒｏｔ（┻）．

 ﹥﹢ ﹢﹦﹫ ﹤﹦

﹫﹦﹢﹫ ﹢﹩┐

﹫﹪ ﹨ ﹫﹤﹫﹢

﹢﹦﹫﹦﹢﹦﹤

Ｂｅｃａｕｓｅｏｆｔｈｅｉｎｆｌｕｅｎｃｅｃａｕｓｅｄｂｙｄｉｓｔｕｒｂｉｎｇ

ｆｏｒｃｅｅｔｃ，ｔｈｅｓａｔｅｌｌｉｔｅｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｎｏｌｏｎｇｅｒｆｏｌｌｏｗｓ

ｔｈｅｉｄｅａｌｅｌｌｉｐｔｉｃｒｏｕｔｉｎｅ．Ｉｎｏｒｄｅｒｔｏａｃｈｉｅｖｅｐｒｅ

ｃｉｓｅｃｏｎｔｒｏｌａｎｄｍｅｔｅｒａｇｅ，ｉｔｉｓｃｒｕｃｉａｌｔｏｏｂｔａｉｎ

ｔｈｅｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎａｔａｎｙｔｉｍｅ．

Ａｓｍｅｎｔｉｏｎｅｄｂｅｆｏｒｅ，ａｍｏｖｅｍｅｎｔｉｓｍａｄｅ

ｕｐｏｆｓｅｖｅｒａｌｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ．Ｔａｋｅｔｈｅ

（牔＋１）ｔｈｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｆｏｒｅｘａｍｐｌｅ
［９］

爮牏＝ （２＋ 犡┽牏
烐烏 烑

）
ｔｒａｎｓ（爮牏）

 （牜牏，０＋ ┼牏
烐烏 烑

）
ｒｏｔ（爮牏）

┽牏，┼牏∈ ┢
３
，牜牏，０∈ ┢

（６）

Ｔｈｅ（牔＋１）ｔｈｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｅｄｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓａｔ

ｉｓｆｉｅｓｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

┻

（牠牏）＝ 犧牏爮牏 （７）

Ｔｈｅｒｅａｌｆａｃｔｏｒ犧牏≠０ｉｓａｒｂｉｔｒａｒｙ，ｔｈｅｒｏｔａ

ｔｉｏｎｐａｒｔｃａｎｂｅｗｒｉｔｔｅｎａｓｆｏｌｌｏｗｓ

┻

ｒｏｔ（牠牏）＝ 犧牏（牜牏，０＋ ┼牏

烐烏 烑
）

ｒｏｔ（爮牏）

牏＝ ０，…，牔 （８）

爲
（０）
牏 ｉｓａｓｓｕｍｅｄｔｏｂｅｏｂｔａｉｎｅｄａｆｔｅｒａｎｏｒｍａｌ

ｉｚａｔｉｏｎｏｎｒｏｔ（爮牏），ｔｈａｔｉｓ

爲
（０）
牏 ＝±

１

牜
２
牏，０＋ ┼牏燐┼槡 牏

（牜牏，０＋ ┼牏） 牏＝ ０，…，牔

（９）

１９Ｎｏ．１ ＬｉＪｉｎｇ，ｅｔａｌ．ＤｕａｌＱｕａｔｅｒｎｉｏｎＣｕｒｖｅＩｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎＡｌｇｏｒｉｔｈｍ…



Ｔｈｅｓｉｇｎｓｏｆ犧牏ｓａｔｉｓｆｙ

（爲
（０）
牏 － 爲

（０）
牏＋１）（爲

（０）
牏 － 爲

（０）
牏＋１）≤ （爲

（０）
牏 ＋ 爲

（０）
牏＋１）

（爲
（０）
牏 ＋ 爲

（０）
牏＋１） 牏＝ ０，…，牔－ １ （１０）

Ｔｈｅｓｉｇｎｏｆｔｈｅｆｉｒｓｔｐｏｓｉｔｉｏｎ爲
（０）
ｉ ｉｓａｒｂｉｔｒａｒｙ，

ｔｈｅｒｅｍａｉｎｉｎｇｓｉｇｎｓａｒｅｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄｂｙＥｑ．（１０）．

Ｔｈｅｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｎｇｃｏｎｄｉｔｉｏｎｉｓｏｂｔａｉｎｅｄｂｙｓｏｌｖｉｎｇ

Ｅｑ．（８），ｔｈａｔｉｓ

∑
牑

牐＝０

牄
牑
牐（牠牏）爞牐＝ 爲

（０）
牏 牏＝ ０，…，牔 （１１）

ｗｈｅｒｅ牄
牑
牐ｄｅｎｏｔｅｓｔｈｅ牑ｔｈＢｅｒｎｓｔｅｉｎｐｏｌｙｎｏｍｉｎａｌ，

ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ爞牐ｉｓａｃｑｕｉｒｅｄｂｙｗｏｒｋｉｎｇｏｕｔＥｑ．（１１）．

Ｔｈｅｎｔｈｅｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｎｇｆｕｎｃｔｉｏｎｉｓｏｂｔａｉｎｅｄ．

 │┉┄

Ｔｈｅｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｎｇｆｕｎｃｔｉｏｎｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｆｏｒｍｕ

ｌａｉｓ

┻

ｒｏｔ（牠）＝∑

牑

牐＝０

牄
牑
牐（牠）爞牐 （１２）

ｗｈｅｒｅｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ牄牐ｃａｎｂｅｏｂｔａｉｎｅｄｂｙ

牄
牑
牐（牠）牄

牓
牐（牠）＝

槏槕
牑

牐槏槕
牓

牐

牑＋ 牓

槏 槕牐

牄
牑＋牓
牐 （牠） （１３）

Ｕｎｉｆｙｔｈｅｔｒａｎｓｌａｔｉｏｎａｎｄｒｏｔａｔｉｏｎｐａｒｔｓｉｎｔｏ

ｏｎｅｄｕａｌｑｕａｔｅｒｎｉｏｎ┻（牠）
［１０］
，ｔｈａｔｉｓ

┻（牠）＝ ┻ｔｒａｎｓ（牠）┻ｒｏｔ（牠）＝

２＋ 犡∑
牓

牐＝０

牄
牓
牐（牠）┺［ ］牐 ┻ｒｏｔ（牠） （１４）

ｗｈｅｒｅ犡ｉｓｔｈｅｒｅａｌｆａｃｔｏｒ，ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ牘牐ｕｎｋｎｏｗｎ．

Ｉｎｏｒｄｅｒｔｏａｖｏｉｄｔｈｅｐｏｌａｒｐｏｉｎｔ，ｔｈｅｓｃａｌａｒｐａｒｔ

ｉｓｎｏｒｍａｌｉｚｅｄｔｏ２．Ｔｈｅｎｔｈｅｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｎｇｃｏｎｄｉ

ｔｉｏｎｉｓ

∑
牓

牐＝０

牄
牓
牐（牠牏）┺牐＝ ┽牏 （１５）

Ｔｈｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｉｓａｓｆｏｌｌｏｗｓ：

（１） Ｎｏｒｍａｌｉｚｅ ｔｈｅ ｒｏｔａｔｉｏｎ ｐａｒｔ ｕｓｉｎｇ

Ｅｑ．（９），ｔｈｅｎａｓｓｉｇｎｔｈｅｓｉｇｎｕｓｉｎｇＥｑ．（１０）．

（２）ＷｏｒｋｏｕｔＥｑ．（１１）ｔｏｏｂｔａｉｎ爞牐．

（３）ＷｏｒｋｏｕｔＥｑ．（１５）ｔｏｏｂｔａｉｎ牘牐．

（４）Ｃｏｍｂｉｎｅｔｒａｎｓｌａｔｉｏｎａｎｄｒｏｔａｔｉｏｎｐａｒｔｓ

ｕｓｉｎｇＥｑ．（１４），ｔｈｅｎｗｏｒｋｏｕｔＥｑ．（１３）ｔｏｏｂｔａｉｎ

牄牐．

 │┉┄

ＴｈｅＴＲｍｅｔｈｏｄｉｓｉｎｆｌｕｅｎｃｅｄｂｙｔｈｅｓｅｌｅｃｔｉｏｎ

ｏｆｏｒｉｇｉｎ．Ｔｈｅｄｕａｌｑｕａｔｅｒｎｉｏｎｃｕｒｖｅｊｕｍｐｓｗｈｅｎ

ｔｈｅｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｎｇｐｏｓｉｔｉｏｎｉｓｃｌｏｓｅｔｏｔｈｅｏｒｉｇｉｎ．Ａ

ｓｈａｒｐｃｈａｎｇｅｏｆｃｕｒｖａｔｕｒｅｉｓａｐｐａｒｅｎｔｌｙｓｅｅｎ．Ｉｎ

ｏｒｄｅｒｔｏａｖｅｒｔｓｕｃｈ ｏｃｃａｓｉｏｎ，ａｒｅｆｉｎｅｄＴＲＴ

ｍｅｔｈｏｄｉｓｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ
［１１］
．Ｔｈｅｒｏｔａｔｉｏｎａｌｍｏｔｉｏｎ

┻ｒｏｔ（牠）ｏｆｄｅｇｒｅｅ牑ｉｓｃｏｍｐｏｓｅｄｏｆｔｗｏｔｒａｎｓｌａｔｉｏｎａｌ

Ｑｍｏｔｉｏｎｓ┻
（１）
ｔｒａｎｓ（牠）ａｎｄ┻

（２）
ｔｒａｎｓ（牠）ｏｆｄｅｇｒｅｅ牓１ ａｎｄ牓２

ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．

Ｕｎｉｆｙｔｈｅｔｒａｎｓｌａｔｉｏｎａｎｄｒｏｔａｔｉｏｎｐａｒｔｓｉｎｔｏ

ｒｏｔａｔｉｏｎｐａｒｔ，ｓｈｏｗｎａｓ

┻

（牠）＝ ┻

（１）
ｔｒａｎｓ（牠）┻ｒｏｔ（牠）┻

（２）
ｔｒａｎｓ（牠）＝

２＋ 犡∑
牓１

牐１＝０

牄
牓１
牐１
（牠）┠

（１）
牐［ ］１ ┻ｒｏｔ（牠）

２＋ 犡∑
牓２

牐２＝０

牄
牓２
牐２
（牠）┺

（２）
牐［ ］２ （１６）

Ｔｈｅｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｎｇｃｏｎｄｉｔｉｏｎｉｓ

（┻ｒｏｔ（牠牏）┻ｒｏｔ（牠牏））∑
牓１

牐１＝０

牄
牓１
牐１
（牠）┠

（１）
牐１
＋ 犡∑

牓２

牐２＝０

牄
牓２
牐２
（牠）┺

（２）
牐２
＝

（┻ｒｏｔ（牠牏）┻ｒｏｔ（牠牏））┽牏 （１７）

ＴｈｅｒｅｆｉｎｅｄＴＲＴ ｍｅｔｈｏｄｃａｎｅｆｆｅｃｔｉｖｅｌｙ

ａｖｏｉｄｔｈｅｓｔｒｏｎｇｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｒｏｕｎｄｔｈｅｏｒｉｇｉｎ．

Ｈｏｗｅｖｅｒ，ｆｏｒｏｂｊｅｃｔｌｉｋｅｓａｔｅｌｌｉｔｅｓｗｈｏｓｅｓｉｚｅｉｓ

ｆａｒｓｍａｌｌｅｒｔｈａｎｉｔｓｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ，ｔｈｅｅｒｒｏｒｉｓｑｕｉｔｅ

ｂｉｇ．ＳｏｔｈｅＴＲＴｍｅｔｈｏｄｉｓｕｓｅｄｏｎｌｙｗｈｅｎｔｈｅ

ｄｅｐｕｔｙｓａｔｅｌｌｉｔｅｉｓｃｌｏｓｅｔｏｔｈｅｐｒｉｎｃｉｐａｌｓａｔｅｌｌｉｔｅ

ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ．Ｆｉｇ．１ｓｈｏｗｓｔｈｅｔｒａｊｅｃｔｉｅｓｏｂｔａｉｎｅｄｂｙ

ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｎｇｗｉｔｈｂｏｔｈＴＲａｎｄＴＲＴ ｍｅｔｈｏｄｓ．

Ｔｈｅｃｕｒｖａｔｕｒｅｉｓｓｍｏｏｔｈａｎｄｈａｓｎｏｊｕｍｐ．

Ｆｉｇ．１ Ｐｒｉｎｃｉｐａｌｓａｔｅｌｌｉｔｅｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓｏｂｔａｉｎｅｄｂｙｉｎ

ｔｅｒｐｏｌａｔｉｎｇ

 ﹥﹢ ﹢﹦﹫ ﹤﹦

﹥﹦﹫﹩ ﹨ ﹥﹦

﹢﹦﹫﹦ ﹫﹫ ﹢﹥

﹢﹫﹥﹦

 ┇┃┈┄┇│┄┅┊┉┎┉┄┅┇┃┅━┈┉━━┉┈

Ｄｕａｌｑｕａｔｅｒｎｉｏｎｉｓａｐｏｗｅｒｆｕｌｔｏｏｌｉｎｒｉｇｉｄ

２９ ＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｆＮａｎｊｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＡｅｒｏｎａｕｔｉｃｓ＆Ａｓｔｒｏｎａｕｔｉｃｓ Ｖｏｌ．２９



ｂｏｄｙｋｉｎｅｍａｔｉｃｓａｎｄｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｔｒａｎｓｆｏｒｍ．Ａｓ

ｃａｎｂｅｅｎｓｅｅｎｉｎＦｉｇ．２，ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍ爭ｒｅ

ｖｏｌｖｅｓａｎａｎｇｌｅｏｆ犤ａｒｏｕｎｄｓｐｅｃｉａｌｖｅｃｔｏｒ┶

，ａｎｄ

ｍａｋｅｓａｔｒａｎｓｌａｔｉｏｎｏｆ牆ａｌｏｎｇ┶

ａｔｔｈｅｓａｍｅｔｉｍｅ，

ｔｈｅｎｂｅｃｏｍｅｓａｎｅｗｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍ爫．

Ｆｉｇ．２ Ｇｅｏｍｅｔｒｉｃａｌｄｉｓｐｌａｙｏｆｓｃｒｅｗ

Ｔｈｅａｂｏｖｅｍｅｎｔｉｏｎｅｄｒｉｇｉｄｂｏｄｙｍｏｖｅｍｅｎｔ

ｃａｎ ｅａｓｉｌｙ ｂｅｅｘｐｒｅｓｓｅｄ ｗｉｔｈ ｄｕａｌｑｕａｔｅｒｎｉｏｎ

ｃｕｒｖｅ，ｓｈｏｗｎａｓ

┻

＝ ｃｏｓ

犤


２
，┶

ｓｉｎ
犤


槏 槕２ （１８）

ｗｈｅｒｅ┶

＝┶＋犡（┺×┶），犤


＝犤＋犡牆，┺ｉｓｔｈｅｖｅｃｔｏｒ

ｐｏｉｎｔｉｎｇｆｒｏｍｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍ爭ｔｏｏｎｅｐｏｉｎｔｏｎ

ｔｈｅｒｏｔａｔｉｏｎａｘｉｓ．Ｊｕｄｇｉｎｇｆｒｏｍ Ｆｉｇ．２，ｉｆｄｕａｌ

ｖｅｃｔｏｒ┶

ａｎｄｄｕａｌａｎｇｌｅ犤


ａｒｅｇｉｖｅｎ，ｔｈｅｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌ

ｃｏｍｐｌｅｘ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍ ｔｒａｎｓｆｏｒｍ ｂｅｃｏｍｅｓ

ｑｕｉｔｅｓｉｍｐｌｅｕｓｉｎｇｄｕａｌｑｕａｔｅｒｎｉｏｎｃｕｒｖｅ．Ｄｅｆｉｎｅ

ｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｅｑｕａｔｉｏｎ
［１２］

┻

＝ ┻＋ 犡┻′＝ ┻＋

犡

２
┼
爭
燐┻＝

┻＋
犡

２
┻燐┼

爫
（１９）

ｗｈｅｒｅ┼ｄｅｎｏｔｅｓｔｈｅｐｏｓｉｔｉｏｎｖｅｃｔｏｒｂｅｔｗｅｅｎｔｗｏ

ｏｒｉｇｉｎｓ．

Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ｔｈｅｋｉｎｅｍａｔｉｃｓｅｑｕａｔｉｏｎｃａｎｂｅ

ｅｘｐｒｅｓｓｅｄａｓ

┻

燈

＝
１

２
熾
爭
爭爫 燐┻


＝
１

２
┻

燐熾
爫
爭爫 （２０）

ｗｈｅｒｅｄｕａｌｖｅｃｔｏｒ熾
爭
爭爫 ａｎｄ熾

爫
爭爫 ａｒｅｃａｌｌｅｄｓｐｉｎｏｒ．

Ｔｈｅｓｐｉｎｏｒｉｓｅｘｐｒｅｓｓｅｄａｓ
［１３］

熾
爫
爭爫 ＝ 熾

爫
爭爫 ＋ 犡（┼

爫
＋ 熾

爫
爭爫 × ┼

爫
） （２１）

Ｔｈｅｒｅｌａｔｉｖｅｍｏｖｅｍｅｎｔｂｅｔｗｅｅｎｄｅｐｕｔｙａｎｄ

ｐｒｉｎｃｉｐａｌｓａｔｅｌｌｉｔｅｓｉｓｄｅｐｉｃｔｅｄｂｙｔｈｅｄｕａｌｑｕａｔｅｒ┐

ｎｉｏｎ┻

爩牔＝┻爩牔＋犡┻′爩牔，ａｎｄｅａｃｈｃｅｎｔｒｏｉｄｉｓｔｈｅｏ

ｒｉｇｉｎ．Ｔｈｅｙｃａｎｂｅｒｅｗｒｉｔｔｅｎａｓ

┻

爩牔＝ ┻爩牔＋ 犡┻′爩牔＝

┻爩牔＋
犡

２
┼
爩
爩牔燐┻爩牔 （２２）

ｗｈｅｒｅ┻

爩牔ｄｅｎｏｔｅｓｔｈｅｒｅｌａｔｉｖｅａｔｔｉｔｕｄｅｑｕａｔｅｒｎｉｏｎ

ｃｕｒｖｅ，┼爩牔＝┼爩－┼牔ｔｈｅｒｅｌａｔｉｖｅｃｅｎｔｒｏｉｄｐｏｓｉｔｉｏｎ

ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｄｅｐｕｔｙａｎｄｐｒｉｎｃｉｐａｌｓａｔｅｌ

ｌｉｔｅｓ，ａｎｄ┼
爩
爩牔ｔｈｅｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｏｆｐｏｓｉｔｉｏｎｖｅｃｔｏｒｏｎ

ｐｒｉｎｃｉｐａｌｓａｔｅｌｌｉｔｅｆｒａｍｅ．

 ﹥┊━┆┊┉┇┃┄┃┊┇┋┊┅┉┃

Ｔｈｉｓｐａｐｅｒｃｈｏｏｓｅｓｓｐｉｒａｌｖｅｃｔｏｒｍｅｔｈｏｄｔｏ

ｃａｌｃｕｌａｔｅｔｈｅｒｅｎｏｖａｔｅｄｄｕａｌｑｕａｔｅｒｎｉｏｎｃｕｒｖｅｂｅ

ｔｗｅｅｎｄｅｐｕｔｙａｎｄｐｒｉｎｃｉｐａｌｓａｔｅｌｌｉｔｅｓ
［１４］
，ｔｈａｔｉｓ

Δ┻

爩牔牠牑
＝ ｃｏｓ

犲

（牠牑）

２
，
犲

（牠牑）

犲

（牠牑）
ｓｉｎ
犲

（牠牑）

［ ］２
（２３）

ｗｈｅｒｅ熷

ｄｅｎｏｔｅｓｔｈｅｓｐｉｒａｌｖｅｃｔｏｒａｌｏｎｇｓｐｉｒａｌａｘ

ｉｓ，ｔｈａｔｉｓ

熷

燈

＝ 熾
爩
爩牔＋

１

２
熷

× 熾
爩
爩牔 （２４）

Ｔｈｅｆｏｕｒｔｈｏｒｄｅｒｔｒｉｇｏｎｏｍｅｔｒｉｃｓｅｒｉｅｓａｐ

ｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｉｓｕｓｅｄ

ｃｏｓ
犲

（牠牑）

２
＝ １－

犲

（牠牑）

２

８
＋
犲

（牠牑）

４

３８４

１

犲

（牠牑）
ｓｉｎ
犲

（牠牑）

２
＝
１

２
－
犲

（牠牑）

２
烅

烄

烆 ４８

（２５）

Ａｎｄｔｈｅｋｉｎｅｍａｔｉｃｓｅｑｕａｔｉｏｎｆｏｒ┻

爩牔ｉｓ

┻

燈

爩牔＝
１

２
犽
爩
爩牔燐┻


＝
１

２
┻

燐犽
牔
爩牔 （２６）

Ｆｒｏｍａｂｏｖｅｅｑｕａｔｉｏｎｓ，ｗｅｃａｎｏｂｔａｉｎｔｈｅｕｐ

ｄａｔｉｎｇｆｏｒｍｕｌａ

┻

爩牔牠牑＋１

＝ ┻

爩牔牠牑
燐Δ┻

爩牔牠牑

（２７）

ｗｈｅｒｅ┻

爩牔牠牑ａｎｄ┻


爩牔牠牑＋１ａｒｅｔｈｅｆｏｒｍｅｒａｎｄｔｈｅｃｕｒ

ｒｅｎｔｄｕａｌｑｕａｔｅｒｎｉｏｎｃｕｒｖｅｓｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ，Δ┻

爩牔牠牑ｉｓ

ｔｈｅｕｐｄａｔｉｎｇｄｕａｌｑｕａｔｅｒｎｉｏｎ．

Ａｆｔｅｒｕｐｄａｔｉｎｇ，ｐｏｓｉｔｉｏｎａｎｄａｔｔｉｔｕｄｅｄｕａｌ

ｑｕａｔｅｒｎｉｏｎｏｆｄｅｐｕｔｙｔｏｐｒｉｎｃｉｐａｌｓａｔｅｌｌｉｔｅｓｉｓ

┻

爩牔牠牑＋１

＝ ┻

爩牔牠牑＋１

燐┻

爩牔牠牑＋１

＝

┻爩牔牠牑＋１＋
犡

２
┼
爩
爩牔牠牑＋１

燐┻爩牔牠牑＋１＝

┻爩牔牠牑＋１＋ 犡┻′爩牔牠牑＋１ （２８）

ｗｈｅｒｅ┻爩牔牠牑＋１ｉｓｔｈｅａｔｔｉｔｕｄｅｑｕａｔｅｒｎｉｏｎ，ａｎｄｒｅｌａ

ｔｉｖｅｐｏｓｉｔｉｏｎｖｅｃｔｏｒｏｆｄｅｐｕｔｙｔｏｐｒｉｎｃｉｐａｌｓａｔｅｌ

ｌｉｔｅｓｉｓ

┼爩牔牠牑＋１＝ ２┻′爩牔牠牑＋１燐┻

爩牔牠牑＋１

（２９）

ＪｕｄｇｉｎｇｆｒｏｍＥｑ．（２９），ｉｆｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｐｏｓｉｔｉｏｎ

ａｎｄａｔｔｉｔｕｄｅｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆｔｗｏｓａｔｅｌｌｉｔｅｓｉｓｇｉｖｅｎ，

ａｎｄｔｈｅｒｅｌａｔｉｖｅｖｅｌｏｃｉｔｙａｎｄａｎｇｕｌａｒｒａｔｅａｒｅｍｅａ

ｓｕｒｅｄ，ｉｔｉｓｒｅａｌｉｓｔｉｃｔｏｏｂｔａｉｎｔｈｅｒｅａｌｔｉｍｅｒｅｌａ

ｔｉｖｅｐｏｓｉｔｉｏｎａｎｄａｔｔｉｔｕｄｅｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆｄｅｐｕｔｙｔｏ

ｐｒｉｎｃｉｐａｌｓａｔｅｌｌｉｔｅｓ．

３９Ｎｏ．１ ＬｉＪｉｎｇ，ｅｔａｌ．ＤｕａｌＱｕａｔｅｒｎｉｏｎＣｕｒｖｅＩｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎＡｌｇｏｒｉｔｈｍ…



 ﹥﹢﹢﹫﹢﹫

Ｏｒｂｉｔａｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｔｗｏｓａｔｅｌｌｉｔｅｓａｒｅａｓ

ｆｏｌｌｏｗｓ．

Ｐｒｉｎｃｉｐａｌｓａｔｅｌｌｉｔｅ：

牃爩 ＝ ６８００ｋｍ，牉爩 ＝ ０，牏爩 ＝ ３０°，

犓爩 ＝ ０，犽爩 ＝ ６０°，牊爩 ＝ ０°。

Ｄｅｐｕｔｙｓａｔｅｌｌｉｔｅ：

牃牔＝ ６８００ｋｍ，牉牔＝ ００００００００１，

牏牔＝ ３０００５°，犓牔＝ ０，犽牔＝ ６０°，牊牔＝ ３０００２５°

Ｔｈｅｒｅｌａｔｉｖｅａｔｔｉｔｕｄｅａｎｇｕｌａｒｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓｔｏｔｈｅ

ｉｎｅｒｔｉａｌｓｙｓｔｅｍａｒｅ犽爩＝［００１］，犽牔＝［００１］，ｒｅ

ｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．Ｔｈｅｉｎｉｔｉａｌａｔｔｉｔｕｄｅａｎｇｌｅｓａｒｅ犤爩０＝

［００５°００５°００５°］，犤牔０＝［００５°００］．

Ｔｈｅｓｉｍｕｌａｔｉｎｇｉｎｔｅｒｖａｌｆｏｒｐｏｓｉｔｉｏｎａｎｄａｔｔｉ

ｔｕｄｅｅｒｒｏｒｉｓΔ牠＝０１ｓ，ａｎｄｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｌａｓｔｓｆｏｒ

牠＝６０００ｓ．

Ｔｈｅｒｅａｌｖａｌｕｅｏｆｒｅｌａｔｉｖｅｐｏｓｉｔｉｏｎａｎｄａｔｔｉ

ｔｕｄｅｉｓｄｅｎｏｔｅｄｂｙ┼，ａｎｄｔｈｅｃａｌｃｕｌａｔｅｄｖａｌｕｅｉｓ

┼

，ｔｈｅｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｅｒｒｏｒｉｓδ┼＝┼－┼


．Ｃｏｍｐａｒｉｎｇ

ｔｈｅｉｄｅａｌｐｏｓｉｔｉｏｎａｎｄａｔｔｉｔｕｄｅｄａｔａｃａｌｃｕｌａｔｅｄｂｙ

ｏｒｂｉｔａｌｐａｒａｍｅｔｅｒａｎｄｑｕａｔｅｒｎｉｏｎｍｅｔｈｏｄｓｗｉｔｈ

ｔｈｅｄａｔａｏｂｔａｉｎｅｄｂｙｔｈｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ，

ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ａｎｄ ａｔｔｉｔｕｄｅ ｅｒｒｏｒ ｉｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ．

Ｆｉｇｓ．３６ｉｌｌｕｓｔｒａｔｅｔｈｅｐｏｓｉｔｉｏｎａｎｄｔｈｅａｔｔｉｔｕｄｅ

ａｎｇｌｅｅｒｒｏｒｓｏｂｔａｉｎｅｄｕｓｉｎｇｏｒｂｉｔａｌｐａｒａｍｅｔｅｒａｎｄ
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对偶四元数曲线插值算法在编队卫星中的应用

李 静１ 王惠南２ 刘海颖３

（１．南京航空航天大学自动化学院，南京，２１００１６，中国；２．南京航空航天大学航天学院，南京，２１００１６，中国；

３．南京航空航天大学高新技术研究院，南京，２１００１６，中国）

摘要：传统的编队卫星位置和姿态算法是分开处理的。提

出一种新的对偶四元数曲线插值算法，将卫星的姿态结合

到轨道中去。首先采用曲线插值算法计算主星的运动轨

迹，然后建立从星相对于主星的对偶四元数模型来确定从

星的相对位置和姿态，将卫星的位置和姿态进行统一处理。

与传统的轨道参数法及四元数法进行误差比较，仿真结果

表明该方法不但可以实现编队卫星位置和姿态的统一确

定，而且可以满足卫星编队的精度要求。

关键词：编队卫星；对偶四元数；插值算法；相对位姿
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