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ｂａｌａｎｃｅｅｑｕａｔｉｏｎｓｉｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｃａｌｅｓ．Ｉｎｏｒｄｅｒｔｏ

ｏｂｔａｉｎｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｉｎｍｉｃｒｏ

ｌｅｖｅｌ，ａｎｉｔｅｒａｔｉｏｎｓｃｈｅｍｅｍｕｓｔｂｅｕｓｅｄ
［１３］．Ｔｈｉｓ

ｒｅｄｕｃｅｄｔｈｅｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｏｆｔｈｉｓｍｅｔｈｏｄ．Ｉｎｔｈｉｓｐａ

ｐｅｒ，ｔｈｅｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎｓｏｆｍｕｌｔｉｓｃａｌｅＢＥＭａｒｅｄｅ

ｒｉｖｅｄｗｉｔｈｏｕｔｔｈｅｕｓａｇｅｏｆａｓｙｍｐｔｏｔｉｃｈｏｍｏｇｅｎｉ

ｚａｔｉｏｎｔｈｅｏｒｙ．Ｔｈｅｓｅｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎｓａｒｅｍｏｒｅｓｉｍ

ｐｌｅａｎｄｓｔｒａｉｇｈｔｆｏｒｗａｒｄｔｈａｎｔｈｅｐｉｏｎｅｅｒｏｎｅｓ．Ａｓ

ａｒｅｓｕｌｔ，ｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄａｐｐｒｏａｃｈｄｏｅｓｎｏｔｎｅｅｄｔｈｅ

ｉｔｅｒａｔｉｏｎｔｏｏｂｔａｉｎｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｄｉｓｐｌａｃｅ

ｍｅｎｔｉｎｍｉｃｒｏｌｅｖｅｌ．Ｉｔｐｒｏｖｉｄｅｓａｎｏｔｈｅｒｃｈｏｉｃｅ

ｏｔｈｅｒｔｈａｎａｓｙｍｐｔｏｔｉｃｈｏｍｏｇｅｎｉｚａｔｉｏｎｍｕｌｔｉｓｃａｌｅ

ＢＥＭｔｏｅｓｔｉｍａｔｅｔｈｅｅｆｆｅｃｔｉｖｅｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆｐｅｒｉ

ｏｄｉｃｌｉｎｅａｒｅｌａｓｔｉｃｍａｔｅｒｉａｌ．Ｔｏａｃｃｏｍｐｌｉｓｈｔｈｅ

ｗｏｒｋ，ｔｈｅｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｆｉｅｌｄｉｓｄｅｃｏｍｐｏｓｅｄｉｎ

ｔｅｒｍｓｏｆｔｈｅｌｉｎｅａｒａｎｄｆｌｕｃｔｕａｔｉｎｇｉｔｅｍｓ．Ｔｈｅｎ，

ｔｈｅｂａｌａｎｃｅｅｑｕａｔｉｏｎｓａｒｅｓｏｌｖｅｄｂｙｔｈｅｓｉｎｇｌｅｒｅ

ｇｉｏｎＢＥＭ．Ｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｐｒｏｖｉｄｅｓｔｈｅｆｏｒｍｕｌａ

ｔｉｏｎｓｏｆｍｉｃｒｏｓｔｒｅｓｓｆｉｅｌｄａｎｄｔｈｅｅｆｆｅｃｔｉｖｅｅｌａｓｔｉｃ

ｍｏｄｕｌｉｏｆｔｈｅｍａｔｅｒｉａｌ．Ｆｏｌｌｏｗｉｎｇｔｈｅｄｅｒｉｖａｔｉｏｎ

ｏｆｔｈｅｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓ，ｔｗｏｎｕｍｅｒｉｃａｌｅｘ

ａｍｐｌｅｓｆｏｒｔｈｅｐｏｒｏｕｓｍａｔｅｒｉａｌａｒｅｐｒｅｓｅｎｔｅｄｔｏ

ｐｒｏｖｅｔｈｅａｃｃｕｒａｃｙａｎｄｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｏｆｔｈｅｐｒｅｓｅｎｔｅｄ

ｍｅｔｈｏｄ．

１　犅犃犛犐犆犈犙犝犃犜犐犗犖

１１　犜犺犲狅狉犲狋犻犮犪犾犳狉犪犿犲狑狅狉犽狅犳犿狌犾狋犻狊犮犪犾犲犿犲狋犺狅犱

Ｔｈｅｈｏｍｏｇｅｎｉｚａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄ
［２６］ｉｓｅｍｐｌｏｙｅｄ

ｔｏｃｏｎｓｔｒｕｃｔｔｈｅｃｏｌｌｅｃｔｆｏｒｍｏｆｔｈｅｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

ｆｉｅｌｄｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎｉｎｔｈｅｄｏｍａｉｎｏｆＲＶＥｗｈｉｃｈ

ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓｔｈｅ ｍｉｃｒｏｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｏｆｔｈｅ ｍａｔｅｒｉａｌ

（Ｆｉｇ．１）．Ｌｅｔ狓ｄｅｎｏｔｅｔｈｅｐｏｓｉｔｉｏｎｏｆａｐｏｉｎｔｉｎ

ＲＶＥ．Ｗｉｔｈｏｕｔｇｅｎｅｒａｌｉｔｙｌｏｓｓ，ｔｈｅｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

ｆｉｅｌｄｗｉｔｈｉｎＲＶＥｉｓｄｅｃｏｍｐｏｓｅｄｉｎｔｅｒｍｓｏｆｔｈｅ

ｌｉｎｅａｒａｎｄｆｌｕｃｔｕａｔｉｎｇｉｔｅｍｓｂｙ

狌犻（狓）＝犃犻犼狓犼＋珘狌犻 （１）

ｗｈｅｒｅ犃犻犼ａｒｅｌｉｎｅａｒｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓａｎｄ珘狌犻ｄｅｎｏｔｅｔｈｅ

ｆｌｕｃｔｕａｔｉｎｇｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ．Ｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｆｒｅｑｕｅｎｔ

ｌｙｕｓｅｄｃｏｎｃｅｐｔｏｆｈｏｍｏｇｅｎｉｚａｔｉｏｎ，ｔｈｅｈｏｍｏｇｅ

ｎｅｏｕｓ（ｅｆｆｅｃｔｉｖｅｏｒｇｌｏｂａｌ）ｓｔｒａｉｎεａｎｄｓｔｒｅｓｓσ

ａｒｅｄｅｆｉｎｅｄａｓｔｈｅａｖｅｒａｇｅｏｆｔｈｅｌｏｃａｌｆｉｅｌｄｔｈｏｕｇｈ

ｏｕｔＲＶＥｂｙ

ε＝
１

狘犞狘∫犞εｄ狓，σ＝
１

狘犞狘∫犞σ ｄ狓 （２）

ｗｈｅｒｅεａｎｄσａｒｅｔｈｅｓｔｒａｉｎａｎｄｔｈｅｓｔｒｅｓｓｆｉｅｌｄ

ａｔｔｈｅｌｏｃａｌｌｅｖｅｌ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ，犞ｉｓｔｈｅｄｏｍａｉｎｏｆ

ＲＶＥ．Ｗｈｅｎｓｏｍｅｏｆｔｈｅｈｅｔｅｒｏｇｅｎｅｉｔｉｅｓａｒｅｖｏｉｄｓ

ｏｒｃｒａｃｋｓ，ｔｈｅｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆｗｈｉｃｈｉｓｎｏｔｄｅｆｉｎｅｄ

ｐｏｉｎｔｗｉｓｅｌｙ，ｔｈｅｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓｓｔｒａｉｎａｎｄｓｔｒｅｓｓ

ａｒｅｒｅｄｅｆｉｎｅｄａｓｔｈｅｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎａｌｏｎｇｔｈｅｏｕｔｅｒ

ｂｏｕｎｄａｒｙｏｆＲＶＥｂｙ

ε＝
１

狘犞狘∫犞
狌狊狀ｄ狓σ ＝

１

狘犞狘∫犞
犈：（狌狊狀）ｄ狓

（３）

ｗｈｅｒｅ（犪狊犫）犻犼＝
１

２
（犪犻犫犼＋犪犼犫犻），狌ｉｓｔｈｅｄｉｓ

ｐｌａｃｅｍｅｎｔ，犈ｔｈｅｅｌａｓｔｉｃｓｔｉｆｆｎｅｓｓ，ａｎｄ狀ｔｈｅｎｏｒ

ｍａｌｖｅｃｔｏｒａｔｔｈｅｏｕｔｅｒｂｏｕｎｄａｒｙｏｆＲＶＥ，ｉ．ｅ．

犞．

Ｔｈｅａｃｃｕｒａｔｅｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｏｖｅｒａｌｌｒｅ

ｓｐｏｎｄｓｏｆＲＶＥｉｓｄｉｒｅｃｔｌｙｒｅｌａｔｅｄｔｏｔｈｅａｐｐｌｉｅｄ

ｔｙｐｅ ｏｆ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ．Ｆｏｕｒｔｙｐｅｓ ｏｆ

ｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｃａｎｂｅｕｓｅｄ：Ｕｎｉｆｏｒｍｔｒａｃ

ｔｉｏｎｓ，ｕｎｉｆｏｒｍ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ，ｍｉｘｅｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ

ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓａｎｄｐｅｒｉｏｄｉｃｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ
［２７３０］．

６４１ ＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｆＮａｎｊｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＡｅｒｏｎａｕｔｉｃｓ＆Ａｓｔｒｏｎａｕｔｉｃｓ Ｖｏｌ．３０



Ｆｉｇ．１　Ｉｌｌｕｓｔｒａｔｉｏｎｏｆｍａｔｅｒｉａｌｗｉｔｈｐｅｒｉｏｄｉｃｍｉｃｒｏｓｔｒｕｃ

ｔｕｒｅ

Ｎｏｗａｄａｙｓ，ｔｈｅ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

（ＰＢＣ）ａｒｅｕｓｕａｌｌｙｐｒｅｆｅｒｒｅｄｓｉｎｃｅｔｈｅｙｐｒｏｖｉｄｅ

ｔｈｅ ｍｏｓｔｒｅａｓｏｎａｂｌｅｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｓｏｆ ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ

ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆｈｅｔｅｒｏｇｅｎｅｏｕｓｍａｔｅｒｉａｌｓ，ｅｖｅｎｉｎｔｈｅ

ｃａｓｅｓｗｈｅｒｅｔｈｅ ｍｉｃｒｏｓｔｒｕｃｔｕｒｅｉｓｎｏｔｐｅｒｉｏｄ

ｉｃ
［８，２７］．Ｆｏｒｔｈｅｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｃａｓｅ，ＰＢＣａｒｅ

ｐｒｅｓｅｎｔｅｄａｓ

珘狌Ｒ＝珘狌
Ｌ，珘狌Ｔ＝珘狌

Ｂ （４）

狋Ｒ＝－狋
Ｌ，狋Ｔ＝－狋

Ｂ （５）

ｗｈｅｒｅｔｈｅｓｕｐｅｒｓｃｒｉｐｔｓＬ，Ｒ，Ｔ，Ｂｓｔａｎｄｆｏｒｔｈｅ

ｌｅｆｔ，ｔｈｅｒｉｇｈｔ，ｔｈｅｔｏｐａｎｄｔｈｅｂｏｔｔｏｍｐａｒｔｓｏｆ

ＲＶＥｂｏｕｎｄａｒｙ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ（Ｆｉｇ．２），狋ｉｓｔｈｅ

ｔｒａｃｔｉｏｎｄｅｆｉｎｅｄｔｈｒｏｕｇｈＣａｕｃｈｙ′ｓｒｅｌａｔｉｏｎｓ

狋＝σ·狀 （６）

　　ＢｙｃｏｍｂｉｎｉｎｇｔｈｅＥｑｓ．（１，３－４），ｗｅｃａｎ

ｐｒｏｖｅｔｈａｔｔｈｅｌｉｎｅａｒｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ犃犻犼 ａｐｐｅａｒｉｎ

Ｅｑ．（１）ｅｑｕａｔｅ ｔｏ ｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ ｓｔｒａｉｎｓ ε犻犼．

Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，Ｅｑ．（１）ｉｓｒｅｆｏｒｍｕｌａｔｅｄａｓ

狌犻（狓）＝ε犻犼狓犼＋珘狌犻 （７）

Ｆｉｇ．２　ＳｃｈｅｍａｔｉｃｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎｏｆｔｙｐｉｃａｌＲＶＥｕｎｄｅｒ

ｐｅｒｉｏｄｉｃｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

　　Ｅｑ．（７）ｃｏｎｎｅｃｔｓｔｈｅｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓｓｔｒａｉｎａｎｄ

ｔｈｅｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｆｉｌｅｄａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｃａｌｅ．Ｆｉｎａｌｌｙ，

ｔｈｅｔｈｅｏｒｙｆｒａｍｅｗｏｒｋｃａｎｂｅｐｒｅｓｅｎｔｅｄｂｙａｓｅｔｏｆ

ｅｑｕａｔｉｏｎｓ：

（１）Ｔｈｅｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎｏｆｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ（Ｅｑ．

（７））．

（２）Ｐｅｒｉｏｄｉｃｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ（Ｅｑｓ．（４－

５））．

（３）Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ｏｆｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓｑｕａｎｔｉｔｉｅｓ

（Ｅｑ．（３））．

（４）Ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍｅｑｕａｔｉｏｎｓ

σ犻犼，犼＝０ （８）

　　（５）Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓｔｒａｉｎｒｅｌａｔｉｏｎｓ

ε犻犼＝
１

２
（狌犻，犼＋狌犼，犻） （９）

　　（６）Ｃｏｎｓｔｉｔｕｔｅｒｅｌａｔｉｏｎｓａｔｍｉｃｒｏｓｃｏｐｉｃｓｃａｌｅ

σ犻犼＝犈犻犼犽犾ε犽犾 （１０）

　 　 Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ｉｎｔｈｅｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｆｒａｍｅｗｏｒｋ

ｐｒｅｓｅｎｔｅｄｈｅｒｅ，ｔｈｅｆｌｕｃｔｕａｔｉｎｇｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｉｓ

ｔｈｅｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌｕｎｋｎｏｗｎｖａｒｉａｂｌｅ．Ｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

ｏｆｔｈｅｓｅｅｑｕａｔｉｏｎｓｇｉｖｅｔｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｓｂｅｔｗｅｅｎ

ｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓｓｔｒａｉｎａｎｄｔｈｅｆｌｕｃｔｕａｔｉｎｇｄｉｓｐｌａｃｅ

ｍｅｎｔ．Ｔｈｅｎｔｈｅｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｍｉｃｒｏｓｔｒａｉｎ

ａｎｄｓｔｒｅｓｓａｒｅｄｅｒｉｖｅｄｂｙＥｑｓ．（９－１０）．Ｂｙａｐｐｌｙ

ｉｎｇｔｈｅｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ Ｅｑ．（３），ｗｅｏｂｔａｉｎｔｈｅ

ｇｌｏｂａｌｓｔｒｅｓｓａｎｄｓｔｒａｉｎ．Ｆｉｎａｌｌｙ，ｔｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｓｂｅ

ｔｗｅｅｎｔｈｅｓｅｈｏｍｏｇｅｎｏｕｓｑｕａｎｔｉｔｉｅｓｐｒｏｖｉｄｅｔｈｅ

ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎｓｏｆｅｆｆｅｃｔｉｖｅｅｌａｓｔｉｃｃｏｎｓｔａｎｔｓｏｆｔｈｅ

ｍａｔｅｒｉａｌ．Ｂａｓｅｄｏｎｔｈｉｓａｐｐｒｏａｃｈ，ｓｅｖｅｒａｌｋｉｎｄｓｏｆ

ｍｕｌｔｉｓｃａｌｅｍｅｃｈａｎｉｃａｌｍｅｔｈｏｄｃａｎｂｅｄｅｖｅｌｏｐｅｄ

ｂｙａｐｐｌｙｉｎｇｄｉｆｆｅｒｅｎｔｎｕｍｅｒｉｃａｌｍｅｔｈｏｄ．Ｆｏｒｅｘ

ａｍｐｌｅ，ｔｈｅｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｂａｓｅｄｍｅｔｈｏｄａｓｗｅｌｌａｓ

ｆａｓｔＦｏｕｒｉｅｒｔｒａｎｓｆｏｒｍｓ（ＦＦＴ）ｂａｓｅｄｍｅｔｈｏｄａｒｅ

ｄｅｖｅｌｏｐｅｄｂｙＳｕｑｕｅｔ，ｅｔａｌ
［２６］．Ｔｈｅｈｉｇｈｆｉｄｅｌｉｔｙ

ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｍｅｔｈｏｄｏｆｃｅｌｌ
［３１］ｃａｎａｌｓｏｂｅｄｅｒｉｖｅｄ

ｂｙｃｏｍｂｉｎｉｎｇｔｈｉｓｍｕｌｔｉｓｃａｌｅａｐｐｒｏａｃｈａｎｄｔｈｅ

ｍｅｔｈｏｄｏｆｗｅｉｇｈｔｅｄｒｅｓｉｄｕａｌｓ．Ｉｎｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇ

ｓｅｃｔｉｏｎ，ｗｅ ｗｉｌｌｄｅｒｉｖｅｔｈｅｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎｓｏｆａ

ｓｔｒａｉｇｈｔｆｏｒｗａｒｄＢＥＭ ｂａｓｅｄ ｍｕｌｔｉｓｃａｌｅ ｍｅｔｈｏｄ

ｂｙ ｃｏｍｂｉｎｉｎｇ ｔｈｅ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｆｒａｍｅｗｏｒｋ ａｎｄ

ＢＥＭ．

１２　犉狌狀犱犪犿犲狀狋犪犾犲狇狌犪狋犻狅狀狊狅犳犿狌犾狋犻狊犮犪犾犲犅犈犕

Ｆｏｒ ｔｈｅ ｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｐｒｏｂｌｅｍ， ｔｈｅ

ｂｏｕｎｄａｒｙｉｎｔｅｇｒａｌｅｑｕａｔｉｏｎｃａｎｂｅｗｒｉｔｔｅｎａｓ

犮犾犽·狌犽＋∫犛
犜犾犽·狌犽ｄ犛＝∫犛

犝犾犽·狋犽ｄ狊 （１１）

ｗｈｅｒｅ狌犼，狋犼ａｒｅｔｈｅｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓａｎｄｔｈｅｔｒａｃ

ｔｉｏｎｓｏｎｔｈｅｂｏｕｎｄａｒｙ犛，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ，犜犻犼，犝犻犼

ｔｈｅｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓｇｉｖｅｎｉｎＡｐｐｅｎｄｉｘ，ａｎｄ

犮犻犼ｉｓｔｈｅｓｏｃａｌｌｅｄｆｒｅｅｔｅｒｍ
［３２］，犛ｔｈｅｂｏｕｎｄａｒｙｏｆ

７４１Ｎｏ．２ ＧａｏＸｉｇｕａｎｇ，ｅｔａｌ．ＳｔｒａｉｇｈｔｆｏｒｗａｒｄＭｕｌｔｉｓｃａｌｅＢｏｕｎｄａｒｙＥｌｅｍｅｎｔＭｅｔｈｏｄｆｏｒＧｌｏｂａｌ／Ｌｏｃａｌ…



ｔｈｅｓｏｌｉｄｄｏｍａｉｎｗｉｔｈｉｎＲＶＥ．Ｔｈｅｓｙｍｂｏｌ犞

ｍｅｎｔｉｏｎｅｄｐｒｅｖｉｏｕｓｌｙｉｓｔｈｅｓｕｂｓｅｔｏｆ犛．Ｉｎｏｒｄｅｒ

ｔｏｄｅｒｉｖｅｔｈｅｍｕｌｔｉｓｃａｌｅｂｏｕｎｄａｒｙｉｎｔｅｇｒａｌｅｑｕａ

ｔｉｏｎ，ｔｈｅｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｉｎｔｈｅａｂｏｖｅｅｑｕａｔｉｏｎｉｓ

ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｅｄｂｙＥｑ．（３）ａｓ

犮犾犽·ε犽犼狓′犼＋犮犾犽·珘狌′犽＋∫犛
犜犾犽·ε犽犼狓犼ｄ狊＋

∫犛
犜犾犽·珘狌犽ｄ狊＝∫犛

犝犾犽·狋犽ｄ狊 （１２）

ｗｈｅｒｅ狓′犼（犼＝１，２）ａｒｅｔｈｅｌｏｃａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｓｏｕｒｃｅ

ｐｏｉｎｔａｎｄ珘狌′犽ｔｈｅｆｌｕｃｔｕａｔｉｎｇｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔａｔｔｈｅ

ｓｏｕｒｃｅｐｏｉｎｔ．Ｉｎｏｒｄｅｒｔｏｓｏｌｖｅｔｈｅｉｎｔｅｇｒａｌｅｑｕａ

ｔｉｏｎｎｕｍｅｒｉｃａｌｌｙ，ｔｈｅｂｏｕｎｄａｒｙｏｆＲＶＥｉｓｄｉｓ

ｃｒｅｔｉｚｅｄｉｎｔｏａｓｅｒｉｅｓｏｆｅｌｅｍｅｎｔｓ．Ｔｏｓｉｍｐｌｉｆｙｔｈｅ

ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ，ｗｅｃｈｏｏｓｅｔｈｅｃｏｎｓｔａｎｔｂｏｕｎｄａｒｙｅｌ

ｅｍｅｎｔｔｏｄｉｓｃｒｅｔｉｚｅｔｈｅｂｏｕｎｄａｒｙｏｆＲＶＥ，ｔｈｅｒｅ

ｆｏｒｅ，ｔｈｅｂｏｕｎｄａｒｙｆｌｕｃｔｕａｔｉｎｇｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓａｎｄ

ｔｒａｃｔｉｏｎｓｋｅｅｐｃｏｎｓｔａｎｔ．Ｗｒｉｔｅｔｈｅｄｉｓｃｒｅｔｉｚｅｄ

ｆｏｒｍｏｆＥｑ．（１２）ｆｏｒｅｖｅｒｙｅｌｅｍｅｎｔａｓ

犮犾犽·ε犽犼狓
犻
犼＋犮犾犽·珘狌

犻
犽＋ ∑

犖
狆

狆＝１∫犛
狆

犜犻犾犽·狓犼ｄ［ ］狊·ε犽犼＋

∑

犖
狆

狆＝１

珘狌狆犽·∫犛
狆

犜犻犾犽ｄ狊＝∑

犖
狆

狆＝１

狋狆犽·∫犛
狆

犝犻犾犽ｄ狊 （１３）

ｗｈｅｒｅ狓犻犼ａｒｅｔｈｅｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｏｆ′犻′ｂｏｕｎｄａｒｙｅｌｅ

ｍｅｎｔ′ｓｃｅｎｔｅｒ，珘狌犻犽ｔｈｅｆｌｕｃｔｕａｔｉｎｇｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓｏｆ

′犻′ｂｏｕｎｄａｒｙｅｌｅｍｅｎｔ，狋狆犽 ｔｈｅｔｒａｃｔｉｏｎｓｏｆ′狆′

ｂｏｕｎｄａｒｙｅｌｅｍｅｎｔ，犖狆ｉｓｔｈｅｔｏｔａｌｎｕｍｂｅｒｏｆ

ｂｏｕｎｄａｒｙｅｌｅｍｅｎｔ，犜
犻
犾犽ａｎｄ犝

犻
犾犽ａｒｅｔｈｅｆｕｎｄａｍｅｎ

ｔａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｓｏｕｒｃｅｐｏｉｎｔｌｏｃａｔｅｄａｔｔｈｅ

ｃｅｎｔｅｒｏｆ′犻′ｂｏｕｎｄａｒｙｅｌｅｍｅｎｔ．Ａｆｔｅｒｐｅｒｆｏｒｍｉｎｇ

ｔｈｅｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ，ａｓｙｓｔｅｍｏｆｌｉｎｅａｒａｌｇｅｂｒａｉｃｅｑｕａ

ｔｉｏｎｓｉｓｏｂｔａｉｎｅｄａｓ

犎犾犻犽狆·珘狌
狆
犽＋犌

犾犻
犽狆·狋

狆
犽＝犅

犾犻
犽犼·ε犽犼

犾，犽＝１，２ａｎｄ犻，狆＝１—犖狆 （１４）

ｗｈｅｒｅ

犎犾犻犽狆 ＝犮犾犽·δ犻狆 ＋∫犛
狆

犜犻犾犽ｄ狊 （１５）

犌犾犻犽狆 ＝－∫犛
狆

犝犻犾犽ｄ狊 （１６）

犅犾犻犽犼＝－犮犾犽·狓
犻
犼－∑

犖
狆

狆＝１∫犛
狆

犜犻犾犽·狓犼ｄ狊 （１７）

　　Ｔｈｅｍｅｔｈｏｄｆｏｒｃａｌｃｕｌａｔｉｎｇ犎
犾犻
犽狆ａｎｄ犌

犾犻
犽狆ｃａｎ

ｂｅｆｏｕｎｄｉｎｍａｎｙｌｉｔｅｒａｔｕｒｅｓａｂｏｕｔＢＥＭ，ｗｈｉｌｅ

犅犾犻犽犼ｃａｎｂｅｃａｌｃｕｌａｔｅｄｂｙｎｕｍｅｒｉｃａｌｉｎｔｅｇｒａｌｍｅｔｈ

ｏｄｌｉｋｅＧａｕｓｓｉｎｔｅｇｒａｌｍｅｔｈｏｄ．Ｔｈｅｑｕａｎｔｉｔｉｅｓ珘狌
狆
犽

ａｎｄ狋狆犽ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｌｌｔｈｅｖａｌｕｅｓｏｆｆｌｕｃｔｕａｔｉｎｇｄｉｓ

ｐｌａｃｅｍｅｎｔｓａｎｄｔｒａｃｔｉｏｎｓｂｅｆｏｒｅａｐｐｌｙｉｎｇＰＢＣ．

ＰＢＣｃａｎｂｅｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄｂｙｓｕｍｍａｒｉｚｉｎｇｔｈｅｃｏｒｒｅ

ｓｐｏｎｄｉｎｇｉｔｅｍｓｉｎＥｑ．（１４），ｉ．ｅ．ｉｆ珘狌狆
＋
犽 ＝珘狌

狆－
犽 ａｎｄ

狋狆＋犽 ＝－狋
狆－
犽 ｗｈｅｒｅｔｈｅｓｕｂｓｃｒｉｐｔｉｏｎｓ狆＋ａｎｄ狆－

ｄｅｎｏｔｅｔｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｂｏｕｎｄａｒｙｅｌｅｍｅｎｔｓｉｎ

ＰＢＣ，ｗｅｐｒｅｓｅｎｔｔｈｅｕｎｋｎｏｗｎｖａｒｉａｂｌｅｓ珘狌狆
－
犽 ａｎｄ

狋狆－犽 ｂｙ珘狌
狆＋
犽 ａｎｄ－狋

狆＋
犽 ｉｎＥｑ．（１４）．Ｔｈｉｓｒｅｓｕｌｔｓｉｎ

ｔｈｅｓｕｂｓｔｉｔｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｏｒｉｇｉｎａｌｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ犎
犾犻
犽狆＋

ａｎｄ犌犾犻犽狆＋ ｂｙｔｈｅｎｅｗｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ犎
犾犻
犽狆＋＋犎

犾犻
犽狆－ａｎｄ

犌犾犻犽狆＋ －犌
犾犻
犽狆－．Ｒｅｐｅａｔｉｎｇｔｈｉｓｐｒｏｃｅｄｕｒｅｕｎｔｉｌａｌｌ

ｔｈｅｒｅｄｕｎｄａｎｔｕｎｋｎｏｗｎｖａｒｉａｂｌｅｓｉｎＥｑ．（１４）ａｒｅ

ｅｌｉｍｉｎａｔｅｄ，ｔｈｅｎｗｅｏｂｔａｉｎｔｈｅｆｉｎａｌｓｙｓｔｅｍｏｆｅ

ｑｕａｔｉｏｎｓ

犓·犡＝犅·ε （１８）

ｗｈｅｒｅ犡ｄｅｎｏｔｅｓｔｈｅｖｅｃｔｏｒｗｈｉｃｈｉｓｃｏｍｐｏｓｅｄｂｙ

珘狌狆犽ａｎｄ狋
狆
犽．ＡｆｔｅｒｓｏｌｖｉｎｇＥｑ．（１８），ａｌｌｔｈｅｖａｒｉａ

ｂｌｅｓａｌｏｎｇｔｈｅｂｏｕｎｄａｒｙａｒｅｆｕｌｌｙｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ．

１３　犎狅犿狅犵犲狀犻狕犲犱犮狅狀狊狋犻狋狌狋犻狏犲犲狇狌犪狋犻狅狀狊

Ｔｈｅｈｏｍｏｇｅｎｉｚｅｄｃｏｎｓｔｉｔｕｔｉｖｅｒｅｌａｔｉｏｎｓｃａｎ

ｂｅｅｘｐｒｅｓｓｅｄａｓｔｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｓｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅσａｎｄ

ε．ＡｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏＥｑｓ．（３－７），ｔｈｅｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎｏｆ

ｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓｓｔｒｅｓｓｃａｎｂｅｅｘｐｒｅｓｓｅｄａｓ

σ犻犼＝
１

狘犞狘∫犞
犈犻犼犽犾狀犾（ε犽狉狓狉＋珘狌犽）ｄ狊 （１９）

　　ＷｒｉｔｅｔｈｅｄｉｓｃｒｅｔｉｚｅｄｆｏｒｍｏｆＥｑ．（１９）ｆｏｒｅｖ

ｅｒｙｅｌｅｍｅｎｔａｓ

σ犻犼＝

ε犽狉∑

犖狆

狆＝１∫犛狆

犈犻犼犽犾狀犾狓狉ｄ狊＋∑

犖狆

狆＝１

珘狌狆犽∫犛狆

犈犻犼犽犾狀犾ｄ狊

狘犞狘

（２０）

　　Ｅｑ．（１８）ｉｍｐｌｉｅｓｔｈａｔｔｈｅｆｌｕｃｔｕａｔｉｎｇｄｉｓ

ｐｌａｃｅｍｅｎｔｓｏｆ′狆′ｂｏｕｎｄａｒｙｅｌｅｍｅｎｔａｒｅｔｈｅｌｉｎｅａｒ

ｆｕｎｃｔｉｏｎｓｏｆｈｏｍｏｇｅｎｏｕｓｓｔｒａｉｎａｓ

珘狌狆犽＝犉
犿狀
犽狆ε犿狀 （２１）

　　ＴｈｅｓｕｂｓｔｉｔｕｔｉｏｎｏｆＥｑ．（２１）ｉｎｔｏＥｑ．（２０）

ｇｉｖｅｓｔｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎσａｎｄεａｓ

σ犻犼＝
ε犽狉

狘犞狘∑

犖
狆

狆＝１∫犛
狆

犈犻犼犽犾狀犾狓狉ｄ狊＋

ε犿狀

狘犞狘∑

犖
狆

狆＝１

犉犿狀犽狆∫犛
狆

犈犻犼犽犾狀犾ｄ狊 （２２）

　　ＴｈｅｓｉｍｐｌｉｆｉｃａｔｉｏｎｏｆＥｑ．（２２）ｇｉｖｅｓｔｈｅｈｏ

ｍｏｇｅｎｉｚｅｄｃｏｎｓｔｉｔｕｔｉｖｅｒｅｌａｔｉｏｎ

σ犻犼＝犈犻犼犽犾ε犽犾 （２３）

ｗｈｅｒｅ犈犻犼犽犾ａｒｅｔｈｅｈｏｍｏｇｅｎｉｚｅｄｅｌａｓｔｉｃｃｏｎｓｔａｎｔｓ．

８４１ ＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｆＮａｎｊｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＡｅｒｏｎａｕｔｉｃｓ＆Ａｓｔｒｏｎａｕｔｉｃｓ Ｖｏｌ．３０



ＢａｓｅｄｏｎＥｑｓ．（２２－２３），ｗｅｏｂｔａｉｎｔｈｅｆｏｒｍｕｌａ

ｔｉｏｎｏｆ犈犻犼犽犾ａｓ

犈犻犼犽犾＝
∑

犖狆

狆＝１∫犛狆

犈犻犼犽犿狀犿狓犾ｄ狊＋∑

犖狆

狆＝１

犉犽犾犿狆∫犛狆

犈犻犼犿狀狀狀ｄ狊

狘犞狘

（２４）

　　Ｅｑ．（２４）ｃｏｎｔａｉｎｓｏｎｌｙｔｈｅｇｅｏｍｅｔｒｉｃａｎｄ

ｐｈｙｓｉｃａｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆＲＶＥ．Ｉｔｃａｎｂｅｕｓｅｄｔｏ

ｃａｌｃｕｌａｔｅｔｈｅｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｅｌａｓｔｉｃｃｏｎｓｔａｎｔｓｏｆｍａｔｅ

ｒｉａｌｉｆｔｈｅ ｍｉｃｒｏｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｏｆｔｈｅ ｍａｔｅｒｉａｌｉｓ

ｋｎｏｗｎ．

１４　犉狅狉犿狌犾犪狋犻狅狀狊狅犳犿犻犮狉狅犳犻犲犾犱

Ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｏｆｍｉｃｒｏｓｔｒｅｓｓｉｓｉｍｐｏｒｔａｎｔｆｏｒ

ｍａｎｙａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓｓｕｃｈａｓｍｏｄｅｌｉｎｇｍａｔｅｒｉａｌｄｅｇ

ｒａｄａｔｉｏｎａｎｄｆｒａｃｔｕｒｅ．Ｉｎｔｈｉｓｓｅｃｔｉｏｎ，ｗｅｗｉｌｌｄｅ

ｒｉｖｅｔｈｅｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｍｉｃｒｏｓｔｒｅｓｓ．Ｉｎｔｈｅ

ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｆｒａｍｅｗｏｒｋｏｆＢＥＭ，ｔｈｅｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

ｏｆａｎｙｇｉｖｅｎｐｏｉｎｔ狓′ｗｉｔｈｉｎＲＶＥｃａｎｂｅｅｘ

ｐｒｅｓｓｅｄａｓ

狌犾（狓′）＝∫犛
犝犾犽（狓′，狓）·狋犽ｄ狊－∫犛

犜犾犽（狓′，狓）·狌犽ｄ狊

（２５）

ｗｈｅｒｅ狓ｉｓｔｈｅｐｏｉｎｔｌｏｃａｔｅａｔｔｈｅｂｏｕｎｄａｒｙ．Ｔｈｅ

ｄｉｓｃｒｅｔｉｚｅｄｆｏｒｍｏｆＥｑ．（２５）ｉｓｐｒｅｓｅｎｔｅｄａｓ

狌犾（狓′）＝∑

犖
狆

狆＝１∫犛
狆

犝犾犽（狓′，狓）·狋狆犽ｄ狊－

∑

犖
狆

狆＝１∫犛
狆

犜犾犽（狓′，狓）·狌狆犽ｄ狊 （２６）

　　Ａｌｏｎｇｔｈｅｂｏｕｎｄａｒｙｅｌｅｍｅｎｔ犛狆，ｔｈｅｔｒａｃ

ｔｉｏｎｓｋｅｅｐｃｏｎｓｔａｎｔ，ａｎｄｔｈｅｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｉｓｔｈｅ

ｓｕｍｍａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｃｏｎｓｔａｎｔｆｌｕｃｔｕａｔｉｎｇｄｉｓｐｌａｃｅ

ｍｅｎｔａｎｄｔｈｅｌｉｎｅａｒｉｔｅｍｉｎｔｅｒｍｓｏｆｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ．

Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅｔｈｅｐａｒｔｉａｌｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｏｆｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

ｉｓｅｘｐｒｅｓｓｅｄａｓ

狌犻，犼（狓′）＝∑

犖
狆

狆＝１∫犛
狆

犝犻犽，犼（狓′，狓）·狋
狆
犽ｄ狊－

∑

犖
狆

狆＝１∫犛
狆

犜犻犽，犼（狓′，狓）·狌
狆
犽ｄ狊 （２７）

ｗｈｅｒｅｔｈｅｓｕｂｓｃｒｉｐｔ′犼′ｉｓｔｈｅｐａｒｔｉａｌｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｉｎ

ｔｅｒｍｓｏｆ狓′犼．Ｉｎｔｈｅｅｌａｓｔｉｃｓｔｒａｉｎｃｏｎｓｔａｎｔｃａｓｅ，

ｔｈｅｓｔｒｅｓｓｉｓｔｈｅｌｉｎｅａｒｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｔｈｅｐａｒｔｉａｌｄｉｆ

ｆｅｒｅｎｔｉａｌｏｆｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔａｓ

σ犻犼＝犌（狌犻，犼＋狌犼，犻）＋λ狌犾，犾δ犻犼

犌＝
犈

２（１＋狏）
，λ＝

２狏犌
１－２狏

（２８）

ｗｈｅｒｅ犈ａｎｄｔｈｅ狏ａｒｅｔｈｅｅｌａｓｔｉｃｍｏｄｕｌｉａｎｄｔｈｅ

Ｐｏｉｓｓｏｎ′ｓｒａｔｉｏ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．Ｔｈｅｓｕｂｓｔｉｔｕｔｉｏｎｏｆ

Ｅｑ．（２８）ｉｎｔｏＥｑ．（２７）ｇｉｖｅｓｔｈｅｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｏｆ

ｓｔｒｅｓｓａｓ

σ犻犼（狓′）＝∑

犖
狆

狆＝１

狋狆犽·∫犛
狆

犇犽犻犼（狓′，狓）ｄ狊－

∑

犖
狆

狆＝１∫犛
狆

犛犽犻犼（狓′，狓）·（ε犽犾狓犾＋犃
犿狀
犽狆ε犿狀）ｄ狊（２９）

ｗｈｅｒｅ犇犽犻犼（狓′，狓）ａｎｄ犛犽犻犼（狓′，狓）ａｒｅｔｈｅｑｕａｎｔｉｔｉｅｓ

ａｓｓｏｃｉａｔｅｄｗｉｔｈｔｈｅｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓｇｉｖｅｎｉｎ

Ａｐｐｅｎｄｉｘ．

Ｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｐｒｏｃｅｄｕｒｅｓｃａｎｂｅｄｅｓｃｒｉｂｅｄａｓ

ｂｅｌｏｗ：

（１）Ｇｉｖｅｎｔｈｅｇｅｏｍｅｔｒｉｃａｌａｎｄｍａｔｅｒｉａｌｉｎｆｏｒ

ｍａｔｉｏｎｏｆＲＶＥ，ｕｓｅＥｑｓ．（１５－１７）ｔｏｃｏｎｓｔｒｕｃｔ

犎犾犻犽狆，犌
犾犻
犽狆ａｎｄ犅

犾犻
犽犼．

（２）Ｇｉｖｅｎｇｌｏｂａｌｓｔｒａｉｎε犽犼，ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｅ犎
犾犻
犽狆，

犌犾犻犽狆，犅
犾犻
犽犼 ａｎｄ ｐｅｒｉｏｄｉｃｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｂｙ

Ｅｑｓ．（４－５）ｉｎｔｏＥｑ．（１４）ｔｏｏｂｔａｉｎｔｈｅｂｏｕｎｄａｒｙ

ｆｌｕｃｔｕａｔｉｎｇｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ珘狌
狆
犽 ａｎｄｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ

ｔｒａｃｔｉｏｎ狋狆犽．Ｔｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎ珘狌
狆
犽ａｎｄε犽犼ｃａｎｂｅ

ｅｘｐｒｅｓｓｅｄｂｙＥｑ．（２１）．

（３）ＢｙｕｓｉｎｇＥｑ．（２４），ｔｈｅｇｌｏｂａｌｅｌａｓｔｉｃｐｙｒ

ａｍｉｄｓａｒｅｃａｌｃｕｌａｔｅｄ．

（４）ＢｙｕｓｉｎｇＥｑｓ．（２７－２９）ｔｈｅｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

ａｎｄｓｔｒｅｓｓｃａｎｂｅｃａｌｃｕｌａｔｅｄ．

Ｉｔｃａｎｂｅｓｅｅｎｃｌｅａｒｌｙｔｈａｔｔｈｅａｂｏｖｅｐｒｏｃｅ

ｄｕｒｅｄｏｅｓｎｏｔｎｅｅｄａｎｉｔｅｒａｔｉｏｎｐｒｏｃｅｓｓｔｏｏｂｔａｉｎ

ｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｉｎｍｉｃｒｏｌｅｖｅｌ，

ｗｈｉｃｈｉｓｄｉｆｆｅｒｅｎｔｆｒｏｍｔｈｅａｓｙｍｐｔｏｔｉｃｈｏｍｏｇｅｎｉ

ｚａｔｉｏｎｔｈｅｏｒｙｂａｓｅｄｍｕｌｔｉｓｃａｌｅＢＥＭ．

２　 犖犝犕犈犚犐犆犃犔 犚犈犛犝犔犜犛 犃犖犇

犇犐犛犆犝犛犛犐犗犖

２１　犆犪狊犲狅犳犿犪狋犲狉犻犪犾狑犻狋犺狆犲狉犻狅犱犻犮犺狅犾犲

ＴｏａｓｓｅｓｓｔｈｅａｃｃｕｒａｃｙｏｆｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄＢＥＭ

ｂａｓｅｄｍｕｌｔｉｓｃａｌｅｍｅｔｈｏｄ，ａｎｕｍｅｒｉｃａｌｅｘａｍｐｌｅ

ｆｏｒｔｈｅｐｏｒｏｕｓｍａｔｅｒｉａｌｉｓｐｒｅｓｅｎｔｅｄｉｎｔｈｉｓｓｅｃ

ｔｉｏｎ．Ｔｈｅｓｔｒｅｓｓｅｓｐｒｅｄｉｃｔｅｄｂｙｔｈｅｐｒｅｓｅｎｔｅｄ

ｍｅｔｈｏｄａｒｅｃｏｍｐａｒｅｄｗｉｔｈｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｈｅＦＥＭ

ｂａｓｅｄｍｕｌｔｉｓｃａｌｅｍｅｔｈｏｄａｎｄｔｈｅａｎａｌｙｔｉｃａｌｒｅｓｕｌｔ

ｎｅａｒｔｈｅｈｏｌｅ．

Ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇａｐｏｒｏｕｓｍａｔｅｒｉａｌｗｉｔｈａｌａｒｇｅ

ｎｕｍｂｅｒｏｆｈｏｌｅｓｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄｐｅｒｉｏｄｉｃａｌｌｙ，ｔｈｅｄｉｓ

９４１Ｎｏ．２ ＧａｏＸｉｇｕａｎｇ，ｅｔａｌ．ＳｔｒａｉｇｈｔｆｏｒｗａｒｄＭｕｌｔｉｓｃａｌｅＢｏｕｎｄａｒｙＥｌｅｍｅｎｔＭｅｔｈｏｄｆｏｒＧｌｏｂａｌ／Ｌｏｃａｌ…



ｔａｎｃｅｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｈｏｌｅｓｎｅａｒｂｙｉｓ５０μｍ．Ｔｈｕｓ，

ｗｅｃａｎｕｓｅｔｈｅａｒｅａｈｉｇｈｌｉｇｈｔｅｄｂｙｂｒｏｋｅｎｌｉｎｅｉｎ

Ｆｉｇ．３ｗｈｉｃｈｉｓｔｈｅｍｉｎｉｍｕｍｕｎｉｔｏｆｔｈｅｍｉｃｒｏ

ｓｔｒｕｃｔｕｒｅａｓＲＶＥ．ＴｈｅｅｄｇｅｓｏｆｔｈｅｓｑｕａｒｅＲＶＥ

ｉｓ５０μｍ．

Ｆｉｇ．３　ＭｉｃｒｏｓｔｒｕｃｔｕｒｅｏｆｐｏｒｏｕｓｍａｔｅｒｉａｌａｎｄｓｉｚｅｏｆＲＶＥ

Ｔｈｅｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｂａｓｅｄ ｈｏｍｏｇｅｎｉｚａｔｉｏｎ

ｍｅｔｈｏｄｉｓｕｓｅｄｔｏｇｅｎｅｒａｔｅｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓ．

Ｔｈｅｍｅｓｈｅｓｆｏｒｂｏｔｈｍｅｔｈｏｄｓａｒｅｉｌｌｕｓｔｒａｔｅｄｉｎ

Ｆｉｇ．４．Ｔｈｅｒｅａｒｅａｔｏｔａｌｏｆ４００ｌｉｎｅａｒｑｕａｄｒｉｌａｔｅｒ

ａｌｅｌｅｍｅｎｔｓａｎｄ８８０ｎｏｄｅｓｆｏｒＦＥＭｂａｓｅｄｈｏｍｏｇ

ｅｎｉｚａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ，ａｎｄａｔｏｔａｌｏｆ６０ｃｏｎｓｔａｎｔ

ｂｏｕｎｄａｒｙｅｌｅｍｅｎｔｓｆｏｒｔｈｅＢＥＭｂａｓｅｄｍｕｌｔｉｓｃａｌｅ

ｍｅｔｈｏｄ．ＴｈｅｅｌａｓｔｉｃｍｏｄｕｌｉａｎｄＰｏｉｓｓｏｎ′ｓｒａｔｉｏ

ｆｏｒｔｈｅｓｏｌｉｄｐａｒｔｏｆｐｏｒｏｕｓｍａｔｅｒｉａｌｄｅｎｏｔｅｄｉｎ

Ｆｉｇ．４ａｒｅ７０ＧＰａａｎｄ０．２，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．

Ｆｉｇ．４　Ｂｏｕｎｄａｒｙｅｌｅｍｅｎｔｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎａｎｄｆｉｎｉｔｅｅｌｅ

ｍｅｎｔｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎｆｏｒＲＶＥ

Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｓａｒｅｍａｄｅｆｏｒｔｈｅｖａｌｕｅｏｆｃｏｍ

ｐｏｎｅｎｔｓｏｆｅｆｆｅｃｔｉｖｅｅｌａｓｔｉｃｍｏｄｕｌｉｕｎｄｅｒｔｈｅｐｌａｎｅ

ｓｔｒａｉｎｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ．Ｔｈｅｅｆｆｅｃｔｉｖｅｅｌａｓｔｉｃｍｏｄｕｌｉａｒｅ

ｄｅｆｉｎｅｄｂｙｔｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎｍａｃｒｏｓｃｏｐｉｃ

ｓｔｒｅｓｓａｎｄｓｔｒａｉｎａｓｐｒｅｓｅｎｔｅｄｂｙ

σ１１

σ２２

σ

熿

燀

燄

燅１２

＝

犙１１ 犙１２ ０

犙２１ 犙２２ ０

０ ０ 犙

熿

燀

燄

燅２３

·

ε１１

ε２２

ε

熿

燀

燄

燅１２

（３０）

　　Ｂｅｃａｕｓｅｏｆｔｈｅｓｙｍｍｅｔｒｙｏｆｍａｔｅｒｉａｌ，ｗｅｏｎ

ｌｙｎｅｅｄｔｏｅｖａｌｕａｔｅ犙１１ａｎｄ犙２３ｂｙｕｓｉｎｇｔｈｅＦＥＭ

ｂａｓｅｄｈｏｍｏｇｅｎｉｚａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄａｎｄｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄ

ＢＥＭｂａｓｅｄｈｏｍｏｇｅｎｉｚａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄ．Ｔｈｅｖａｌｕｅｓ

ｏｆｔｈｅｅｆｆｅｃｔｉｖｅｅｌａｓｔｉｃｍｏｄｕｌｉｆｏｒｔｅｎｃａｓｅｓｗｉｔｈ
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ｂａｓｅｄｍｅｔｈｏｄ．Ｆｉｇ．１０ａｌｓｏｓｈｏｗｓｔｈｅｔｉｍｅｆｏｒ

ＢＥＭ ｂａｓｅｄ ｍｕｌｔｉｓｃａｌｅ ｍｅｔｈｏｄｄｅｖｅｌｏｐｅｄｈｅｒｅ

ａｎｄｔｈｅＦＥＭｂａｓｅｄｏｎｅｔｏｃａｌｃｕｌａｔｅｔｈｅｅｆｆｅｃｔｉｖｅ

ｅｌａｓｔｉｃｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆａｌｌ１００ｓａｍｐｌｅｓ．Ｉｔｉｍｐｌｉｅｓ

ｔｈａｔｔｈｅＢＥＭｂａｓｅｄｍｅｔｈｏｄｔａｋｅｓｌｅｓｓｔｉｍｅｔｈａｎ

ｔｈｅＦＥＭｂａｓｅｄｍｅｔｈｏｄ．

２５１ ＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｆＮａｎｊｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＡｅｒｏｎａｕｔｉｃｓ＆Ａｓｔｒｏｎａｕｔｉｃｓ Ｖｏｌ．３０



Ｆｉｇ．１０　Ｉｌｌｕｓｔｒａｔｉｏｎｏｆ犙１１ｆｏｒａｌｌｔｈｅｓａｍｐｌｅｓ（ｔｉｍｅｆｏｒ

ＢＥＭ＝３３８３ｓ，ｔｉｍｅｆｏｒＦＥＭ＝４３２７ｓ）

３　犆犗犖犆犔犝犛犐犗犖

Ｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｅｘａｍｐｌｅｐｒｏｖｅｓｔｈａｔｔｈｅｐｒｅｓ

ｅｎｔｅｄｂｏｕｎｄａｒｙｅｌｅｍｅｎｔｂａｓｅｄｍｕｌｔｉｓｃａｌｅｍｅｔｈｏｄ

ｉｓｖｅｒｙａｃｃｕｒａｔｅａｎｄｅｆｆｉｃｉｅｎｔｆｏｒｅｓｔｉｍａｔｉｎｇｔｈｅ

ｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓｅｌａｓｔｉｃｃｏｎｓｔａｎｔｓａｎｄｐｒｅｄｉｃｔｉｎｇｔｈｅ

ｆｉｅｌｄｓａｔｍｉｃｒｏｓｃｏｐｉｃｌｅｖｅｌｓｕｃｈａｓｍｉｃｒｏｄｉｓｐｌａｃｅ

ｍｅｎｔ，ｍｉｃｒｏｓｔｒａｉｎａｎｄｍｉｃｒｏｓｔｒｅｓｓ．Ｔｈｉｓｃａｎｂｅ

ｅｘｐｌａｉｎｅｄａｓｔｈｅｒｅｓｕｌｔｏｆｔｈｅａｎａｌｙｔｉｃａｌｆｅａｔｕｒｅｏｆ

ＢＥＭ．Ｔｈａｎｋｓｔｏｔｈｅｃｏｎｖｅｎｉｅｎｔｍａｎｎｅｒｏｆｄｉｓ

ｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎ，ｔｈｅｂｏｕｎｄａｒｙｅｌｅｍｅｎｔｂａｓｅｄ ｍｕｌｔｉ

ｓｃａｌｅｍｅｔｈｏｄｉｓｓｕｉｔａｂｌｅｆｏｒｍｏｄｅｌｉｎｇｔｈｅｍｕｌｔｉ

ｐｈａｓｅｍａｔｅｒｉａｌｓｗｉｔｈｒａｎｄｏｍ ｍｉｃｒｏｓｔｒｕｃｔｕｒｅａｎｄ

ｔｏｐｏｌｏｇｙｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｆｏｒｃｏｍｐｏｓｉｔｅｍａｔｅｒｉａｌ．Ａｌ

ｔｈｏｕｇｈｔｈｅｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｐｒｅｓｅｎｔｅｄｍｅｔｈｏｄ

ａｒｅｄｅｒｉｖｅｄｆｏｒｔｈｅｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎｐｒｏｂｌｅｍ，ｉｔａｌｓｏ

ｃａｎｂｅｅａｓｉｌｙｅｘｔｅｎｄｅｄｔｏｔｈｅｔｈｒｅｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎｃａｓｅ

ｂｙｃｈａｎｇｉｎｇｔｈｅｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｔｏｔｈｅＫｅｌ

ｖｉｎｓｏｌｕｔｉｏｎ．Ｔｈｉｓｄｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔｗｉｌｌｂｅｐｒｅｓｅｎｔｅｄ

ｉｎｔｈｅａｕｔｈｏｒｓ′ｆｏｒｔｈｃｏｍｉｎｇｐａｐｅｒｓ．

犃犘犘犈犖犇犐犡

Ｔｈｅｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓｕｓｅｄｉｎｔｈｅｂｏｕｎｄａｒｙｉｎｔｅ

ｇｒａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓｐｒｅｓｅｎｔｅｄｉｎＳｅｃｔｉｏｎｓ１．２ａｎｄ１．４ａｒｅｇｉｖｅｎ

ａｓ

犝犻犼（狓′，狓）＝犮１ 犮２ｌｎ
１（ ）狉 δ犻犼＋狉，犻狉，｛ ｝犼

犜犻犼（狓′，狓）＝

犮３
狉

狀
（犮４δ犻犼＋２狉，犻狉，犼）－犮４（狉，犻狀犼－狉，犼狀犻｛ ｝）

犇犽犻犼（狓′，狓）＝
２犮１
狉
｛犮４（δ犻犽狉，犼＋δ犼犽狉，犻－δ犻犼狉，犽）＋

２狉，犻狉，犼狉，犽｝

犛犽犻犼（狓′，狓）＝
－２犮３犌

狉２ ｛· ２
狉

狀
［犮４δ犻犼狉，犽＋狏（δ犻犽狉，犼＋δ犼犽狉，犻）－

４狉，犻狉，犼狉，犽］＋２狏（狉，犻狉，犽狀犼＋狉，犼狉，犽狀犻）＋犮４（δ犻犽狀犼＋δ犼犽狀犻＋

２狉，犻狉，犼狀犽）－（１－４狏）δ犻犼狀 ｝犽

ｗｈｅｒｅ犮１＝
１

８π犌（１－狏）
，犮２＝３－４狏，犮３＝

－
１

４π（１－狏）
ａｎｄ犮４＝１－２狏．Ｍｏｒｅｏｖｅｒ狉＝ 狉犻狉槡 犻，

狉犻＝狓犻－狓′犻，狉，犻＝
狓犻
狉
，狉
狀
＝狉，犿狀犿 ａｎｄδ犻犼 ＝

１ 犻＝犼

０ 犻≠｛ 犼
ｉｓｔｈｅＫｒｏｎｅｃｋｅｒｄｅｌｔａｆｕｎｃｔｉｏｎ，狏ｔｈｅ

Ｐｏｉｓｓｏｎｒａｔｉｏａｎｄ犌ｔｈｅｓｈｅａｒｍｏｄｕｌｉ．

犚犲犳犲狉犲狀犮犲狊：

［１］　ＢｅｎｓｏｕｓｓａｎＡ，ＬｉｏｎｓＬＪ，ＰａｐａｎｉｃｏｌａｏｕＧ．Ａｓｙｍｐ

ｔｏｔｉｃｍｅｔｈｏｄｓｉｎｐｅｒｉｏｄｉｃＭｅｄｉａ［Ｍ］．ＮｏｒｔｈＨｏｌｌａｎｄ：

ＫｌｕｗｅｒＡｃａｄｅｍｉｃ，１９７８．

［２］　ＢｅｎｄｓｏｅＭＰ，ＫｉｋｕｃｈｉＮ．Ｇｅｎｅｒａｔｉｎｇｏｐｔｉｍａｌｔｏｐｏｌ

ｏｇｉｅｓｉｎｓｔｒｕｃｔｕｒａｌｄｅｓｉｇｎｕｓｉｎｇａｈｏｍｏｇｅｎｉｚａｔｉｏｎ

ｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］．ＣｏｍｐｕｔｅｒＭｅｔｈｏｄｓｉｎＡｐｐｌｉｅｄＭｅｃｈａｎ

ｉｃｓａｎｄＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，１９８８，７１（２）：１９７２２４．

［３］　ＫｉｋｕｃｈｉＮ．Ｐｒｅｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇａｎｄｐｏｓｔｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇｆｏｒｍａ

ｔｅｒｉａｌｓｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｈｏｍｏｇｅｎｉｚａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｗｉｔｈ

ａｄａｐｔｉｖｅｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｅｔｈｏｄｓ［Ｊ］．ＣｏｍｐｕｔｅｒＭｅｔｈ

ｏｄｉｎＡｐｐｌｉｅｄＭｅｃｈａｎｉｃｓａｎｄＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，１９９０，８３

（２）：１４３１９８．

［４］　ＮｉｓｈｉｗａｋｉＳ，ＦｒｅｃｋｅｒＭ，ＭｉｎＳＪ，ｅｔａｌ．Ｔｏｐｏｌｏｇｙ

ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｏｆｃｏｍｐｌｉａｎｔ ｍｅｃｈａｎｉｓｍｓ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ

ｈｏｍｏｇｅｎｉｚａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］．ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｆｏｒ

ＮｕｍｅｒｉｃａｌＭｅｔｈｏｄｓｉｎＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，１９９８，４２ （３）：

５３５５５９．

［５］　ＧｈｏｓｈＳ，ＫｙｕｎｇｈｏｏｎＬ，ＲａｇｈａｖａｎＰ．Ａｍｕｌｔｉｌｅｖｅｌ

ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｍｏｄｅｌｆｏｒｍｕｌｔｉｓｃａｌｅｄａｍａｇｅａｎａｌｙｓｉｓ

ｉｎｃｏｍｐｏｓｉｔｅａｎｄｐｏｒｏｕｓｍａｔｅｒｉａｌｓ［Ｊ］．Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ

ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｏｌｉｄｓａｎｄＳｔｒｕｃｔｕｒｅ，２００１，３８ （１４）：

２３３５２３８５．

［６］　ＲａｇｈａｖａｎＰ，ＧｈｏｓｈＳ．Ａｃｏｎｔｉｎｕｕｍ ｄａｍａｇｅ ｍｅ

ｃｈａｎｉｃｓｍｏｄｅｌｆｏｒｕｎｉｄｉｒｅｃｔｉｏｎａｌｃｏｍｐｏｓｉｔｅｓｕｎｄｅｒｇｏ

ｉｎｇｉｎｔｅｒｆａｃｉａｌｄｅｂｏｎｄｉｎｇ［Ｊ］．ＭｅｃｈａｎｉｃｓｏｆＭａｔｅｒｉａｌｓ，

２００５，３７（９）：９５５９７９．

［７］　ＧｈｏｓｈＳ，ＬｅｅＫ，ＭｏｏｒｔｈｙＳ．Ｔｗｏｓｃａｌｅａｎａｌｙｓｉｓｏｆ

ｈｅｔｅｒｏｇｅｎｅｏｕｓｅｌａｓｔｉｃ—Ｐｌａｓｔｉｃｍａｔｅｒｉａｌｓｗｉｔｈａｓｙｍｐ

ｔｏｔｉｃｈｏｍｏｇｅｎｉｓａｔｉｏｎａｎｄＶｏｒｏｎｏｉｃｅｌｌｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔ

ｍｏｄｅｌ［Ｊ］．ＣｏｍｐｕｔｅｒＭｅｔｈｏｄｓｉｎＡｐｐｌｉｅｄＭｅｃｈａｎｉｃｓ

ａｎｄＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，１９９６，１３２（１）：６３１１６．

［８］　ＫｏｕｚｎｅｔｓｏｖａＶ，ＧｅｅｒｓＭＧＤ，ＢｒｅｋｅｌｍａｎｓＷＡＭ．

Ｍｕｌｔｉｓｃａｌｅｃｏｎｓｔｉｔｕｔｉｖｅ ｍｏｄｅｌｉｎｇｏｆｈｅｔｅｒｏｇｅｎｅｏｕｓ

ｍａｔｅｒｉａｌｓ ｗｉｔｈａｇｒａｄｉｅｎｔｅｎｈａｎｃｅｄｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ

ｈｏｍｏｇｅｎｉｚａｔｉｏｎｓｃｈｅｍｅ［Ｊ］．ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｆｏｒ

ＮｕｍｅｒｉｃａｌＭｅｔｈｏｄｓｉｎＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，２００２，５４ （８）：

１２３５１２６０．

３５１Ｎｏ．２ ＧａｏＸｉｇｕａｎｇ，ｅｔａｌ．ＳｔｒａｉｇｈｔｆｏｒｗａｒｄＭｕｌｔｉｓｃａｌｅＢｏｕｎｄａｒｙＥｌｅｍｅｎｔＭｅｔｈｏｄｆｏｒＧｌｏｂａｌ／Ｌｏｃａｌ…



［９］　ＫｏｕｚｎｅｔｓｏｖａＶ，ＧｅｅｒｓＭＧＤ，ＢｒｅｋｅｌｍａｎｓＷＡＭ．

Ｍｕｌｔｉｓｃａｌｅｓｅｃｏｎｄｏｒｄｅｒｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｈｏｍｏｇｅｎｉｚａ

ｔｉｏｎｏｆｍｕｌｔｉｐｈａｓｅｍａｔｅｒｉａｌｓ：Ａｎｅｓｔｅｄｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔ

ｓｏｌｕｔｉｏｎｓｔｒａｔｅｇｙ［Ｊ］．ＣｏｍｐｕｔｅｒＭｅｔｈｏｄｓｉｎＡｐｐｌｉｅｄ

ＭｅｃｈａｎｉｃｓａｎｄＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，２００４，１９３（５１）：５５２５

５５５０．

［１０］ＬａｄｅｖèｚｅＰ．Ｍｕｌｔｉｓｃａｌｅｍｏｄｅｌｉｎｇａｎｄｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ

ｓｔｒａｔｅｇｉｅｓｆｏｒｃｏｍｐｏｓｉｔｅｓ［Ｊ］．ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌ

ｆｏｒＮｕｍｅｒｉｃａｌ Ｍｅｔｈｏｄｓｉｎ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，２００４，６０

（１）：２３３２５３．

［１１］ＤａｓｃａｌｕＣ，ＢｉｌｂｉｅＧ，ＡｇｉａｓｏｆｉｔｏｕＥＫ．Ｄａｍａｇｅａｎｄ

ｓｉｚｅｅｆｆｅｃｔｓｉｎｅｌａｓｔｉｃｓｏｌｉｄｓ：Ａｈｏｍｏｇｅｎｉｚａｔｉｏｎａｐ

ｐｒｏａｃｈ［Ｊ］．ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｏｌｉｄｓａｎｄＳｔｒｕｃ

ｔｕｒｅｓ，２００８，４５（２）：４０９４３０．

［１２］ＳｕｎＪｉｅ，ＳｏｎｇＹｉｎｇｄｏｎｇ，ＧａｏＸｉｇｕａｎｇ，ｅｔａｌ．Ｐｒｅｄｉｃ

ｔｉｏｎｏｆｔｅｘｔｉｌｅｆａｂｒｉｃｒｅｉｎｆｏｒｃｅｄｃｏｍｐｏｓｉｔｅｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ

ｂａｓｅｄｏｎｎｏｄｅｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｃｅｌｌｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］．Ｔｒａｎｓａｃ

ｔｉｏｎｓｏｆＮａｎｊｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＡｅｒｏｎａｕｔｉｃｓ＆ Ａｓｔｒｏ

ｎａｕｔｉｃｓ，２０１１，２８（１）：１２９１３６．
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