
书书书

Ａｕｇ．２０１５ ＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｆＮａｎｊｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＡｅｒｏｎａｕｔｉｃｓａｎｄＡｓｔｒｏｎａｕｔｉｃｓ Ｖｏｌ．３２Ｎｏ．４

犉狉犪犮狋犻狅狀犪犾犃犮狋犻狅狀犔犻犽犲犞犪狉犻犪狋犻狅狀犪犾犘狉狅犫犾犲犿犪狀犱犐狋狊犖狅犲狋犺犲狉

犛狔犿犿犲狋狉犻犲狊犳狅狉犪犖狅狀犺狅犾狅狀狅犿犻犮犛狔狊狋犲犿

犣犺犪狀犵犢犻（张毅）
１，犔狅狀犵犣犻狓狌犪狀（龙梓轩）

２

１．ＣｏｌｌｅｇｅｏｆＣｉｖｉｌＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，ＳｕｚｈｏｕＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，Ｓｕｚｈｏｕ２１５０１１，Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ

２．ＣｏｌｌｅｇｅｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓａｎｄＰｈｙｓｉｃｓ，ＳｕｚｈｏｕＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，Ｓｕｚｈｏｕ２１５００９，Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ

（Ｒｅｃｅｉｖｅｄ１４Ａｕｇｕｓｔ２０１４；ｒｅｖｉｓｅｄ５Ｄｅｃｅｍｂｅｒ２０１４；ａｃｃｅｐｔｅｄ１４Ｄｅｃｅｍｂｅｒ２０１４）

犃犫狊狋狉犪犮狋：Ｆｏｒａｎｉｎｄｅｐｔｈｓｔｕｄｙｏｎｔｈｅｓｙｍｍｅｔｒｉｃｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｆｏｒｎｏｎｈｏｌｏｎｏｍｉｃｎｏｎｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｖｅｍｅｃｈａｎｉｃａｌｓｙｓ

ｔｅｍｓ，ｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎｌｉｋｅＮｏｅｔｈｅｒｓｙｍｍｅｔｒｉｅｓａｎｄｃｏｎｓｅｒｖｅｄｑｕａｎｔｉｔｉｅｓｆｏｒｎｏｎｈｏｌｏｎｏｍｉｃｍｅｃｈａｎｉｃａｌｓｙｓｔｅｍｓ

ａｒｅｓｔｕｄｉｅｄ，ｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎｌｉｋｅａｐｐｒｏａｃｈｆｏｒｄｙｎａｍｉｃｓｍｏｄｅｌｉｎｇｐｒｏｐｏｓｅｄｂｙＥｌＮａｂｕｌｓｉ．Ｆｉｒｓｔｌｙ，

ｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎｌｉｋｅｖａｒｉａｔｉｏｎａｌｐｒｏｂｌｅｍｉｓｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ，ａｎｄｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎｌｉｋｅＬａｇｒａｎｇｅｅｑｕａｔｉｏｎｓｏｆｈｏ

ｌｏｎｏｍｉｃｓｙｓｔｅｍａｎｄｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎｌｉｋｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓｏｆｍｏｔｉｏｎｗｉｔｈｍｕｌｔｉｐｌｉｅｒｆｏｒｎｏｎｈｏｌｏｎｏｍｉｃｓｙｓ

ｔｅｍａｒｅｇｉｖｅｎ；ｓｅｃｏｎｄｌｙ，ａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏｔｈｅｉｎｖａｒｉａｎｃｅｏｆｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎｌｉｋｅＨａｍｉｌｔｏｎａｃｔｉｏｎｕｎｄｅｒｉｎｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌ

ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓｏｆｇｒｏｕｐ，ｔｈｅｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｓａｎｄｃｒｉｔｅｒｉａｏｆｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎｌｉｋｅＮｏｅｔｈｅｒｓｙｍｍｅｔｒｉｃｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ

ａｎｄｑｕａｓｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓａｒｅｐｕｔｆｏｒｗａｒｄ；ｆｉｎａｌｌｙ，ｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎｌｉｋｅＮｏｅｔｈｅｒｔｈｅｏｒｅｍｓｆｏｒｂｏｔｈ

ｈｏｌｏｎｏｍｉｃｓｙｓｔｅｍａｎｄｎｏｎｈｏｌｏｎｏｍｉｃｓｙｓｔｅｍａｒｅｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ，ａｎｄｔｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎｌｉｋｅ

Ｎｏｅｔｈｅｒｓｙｍｍｅｔｒｙａｎｄｔｈｅｃｏｎｓｅｒｖｅｄｑｕａｎｔｉｔｙｉｓｇｉｖｅｎ．

犓犲狔狑狅狉犱狊：ｎｏｎｈｏｌｏｎｏｍｉｃｓｙｓｔｅｍ；ｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎｌｉｋｅｖａｒｉａｔｉｏｎａｌｐｒｏｂｌｅｍ；ｓｙｍｍｅｔｒｉｃｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ；Ｎｏｅｔｈｅｒ

ｔｈｅｏｒｅｍ；ｃｏｎｓｅｒｖｅｄｑｕａｎｔｉｔｙ

犆犔犆狀狌犿犫犲狉：Ｏ３１６　　　　犇狅犮狌犿犲狀狋犮狅犱犲：Ａ　　犃狉狋犻犮犾犲犐犇：１００５１１２０（２０１５）０４０３８０１０

犆狅狉狉犲狊狆狅狀犱犻狀犵犪狌狋犺狅狉：ＺｈａｎｇＹｉ，Ｐｒｏｆｅｓｓｏｒ，Ｅｍａｉｌ：ｚｈｙ＠ｍａｉｌ．ｕｓｔｓ．ｅｄｕ．ｃｎ．

犎狅狑狋狅犮犻狋犲狋犺犻狊犪狉狋犻犮犾犲：ＺｈａｎｇＹｉ，ＬｏｎｇＺｉｘｕａｎ．ＦｒａｃｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎｌｉｋｅｖａｒｉａｔｉｏｎａｌｐｒｏｂｌｅｍａｎｄｉｔｓＮｏｅｔｈｅｒｓｙｍｍｅｔｒｉｅｓｆｏｒ

ａｎｏｎｈｏｌｏｎｏｍｉｃｓｙｓｔｅｍ［Ｊ］．Ｔｒａｎｓ．ＮａｎｊｉｎｇＵ．Ａｅｒｏ．Ａｓｔｒｏ．，２０１５，３２（４）：３８０３８９．

ｈｔｔｐ：／／ｄｘ．ｄｏｉ．ｏｒｇ／１０．１６３５６／ｊ．１００５１１２０．２０１５．０４．３８０

０　犐狀狋狉狅犱狌犮狋犻狅狀

Ｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌｃａｌｃｕｌｕｓｈａｓｐｒｏｖｉｄｅｄａｐｏｗ

ｅｒｆｕｌｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌｔｏｏｌｆｏｒａｇｒｅａｔｎｕｍｂｅｒｏｆ

ｐｒｏｂｌｅｍｓｉｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｆｉｅｌｄｓｏｆｓｃｉｅｎｃｅａｎｄｅｎｇｉ

ｎｅｅｒｉｎｇ，ａｎｄｈａｓｍａｄｅｍａｎｙｂｒｅａｋｔｈｒｏｕｇｈｒｅ

ｓｕｌｔｓｉｎ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌｐｈｙｓｉｃｓ，ｃｌａｓｓｉｃａｌａｎｄ

ｑｕａｎｔｕｍ ｍｅｃｈａｎｉｃｓ，ｃｏｎｔｒｏｌｔｈｅｏｒｙ，ｎｏｎｌｉｎｅａｒ

ｄｙｎａｍｉｃｓ，ｓｉｇｎａｌａｎｄｉｍａｇｅｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ，ｔｈｅｒｍｏ

ｄｙｎａｍｉｃｓ，ｂｉｏｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇａｎｄｏｔｈｅｒｆｉｅｌｄｓ
［１２］．

Ａｌｔｈｏｕｇｈｖａｒｉｏｕｓｆｉｅｌｄｓｏｆａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｏｆｆｒａｃｔｉｏｎ

ａｌｃａｌｃｕｌｕｓａｒｅａｌｒｅａｄｙ ｗｅｌｌｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ，ｓｏｍｅ

ｏｔｈｅｒｓｈａｖｅｊｕｓｔｓｔａｒｔｅｄ．Ｔｈｅｒｅｓｅａｒｃｈｅｓｉｎｆｒａｃ

ｔｉｏｎａｌｖａｒｉａｔｉｏｎａｌｐｒｏｂｌｅｍｓａｎｄｔｈｅｉｒｓｙｍｍｅｔｒｙ

ａｎｄｃｏｎｓｅｒｖｅｄｑｕａｎｔｉｔｙａｒｅｅｘａｍｐｌｅｓｏｆｔｈｅｌａｔ

ｔｅｒ．

Ｔｈｅｓｔｕｄｙｏｆｆｒａｃｔｉｏｎａｌｖａｒｉａｔｉｏｎａｌｐｒｏｂｌｅｍｓ

ｂｅｇａｎｉｎｔｈｅｗｏｒｋｏｆＲｉｅｗｅ
［３４］．Ｉｎ１９９６，Ｒｉｅｗｅ

ｆｉｒｓｔａｐｐｌｉｅｄｆｒａｃｔｉｏｎａｌｃａｌｃｕｌｕｓｔｏａｎｏｎｃｏｎｓｅｒｖａ

ｔｉｖｅｍｅｃｈａｎｉｃｓｍｏｄｅｌｉｎｇ，ａｎｄｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌＥｕｌ

ｅｒＬａｇｒａｎｇｅｅｑｕａｔｉｏｎｓａｎｄｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌＨａｍｉｌ

ｔｏｎｅｑｕａｔｉｏｎｓｗｅｒｅｆｏｒｍｅｄｉｎｉｔｉａｌｌｙ．Ｓｉｎｃｅｔｈｅｎ，

ｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌｖａｒｉａｔｉｏｎａｌｐｒｏｂｌｅｍｓｈａｖｅｂｅｃｏｍｅ

ｏｎｅｏｆｔｈｅｍｏｓｔｐｏｐｕｌａｒｒｅｓｅａｒｃｈａｒｅａｓｉｎａｐｐｌｉｅｄ

ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，ｐｈｙｓｉｃｓ，ｄｙｎａｍｉｃｓａｎｄｃｏｎｔｒｏｌ，ａｎｄ

ａｒｅｉｎｃｒｅａｓｉｎｇｌｙａｔｔｒａｃｔｉｎｇｔｈｅａｔｔｅｎｔｉｏｎｏｆｍａｎｙ

ｓｃｈｏｌａｒｓ：Ｋｌｉｍｅｋ
［５６］，Ａｇｒａｗａｌ

［７９］，Ａｔａｎａｃｋｏｖ

ｉｃ＇
［１０１１］，Ｊｕｍａｒｉｅ

［１２］，Ｂａｌｅａｎｕ
［１３１５］，Ｔｏｒｒｅｓ

［１６１８］，

ＥｌＮａｂｕｌｓｉ
［１９２４］， Ｃｒｅｓｓｏｎ

［２５］， Ｒａｂｅｉ
［２６］， Ｔａｒａ

ｓｏｖ
［２７］，ａｎｄＺｈａｎｇ

［２８２９］，ｅｔａｌ．Ｔｈｅｓｅｓｃｈｏｌａｒｓ

ｃａｍｅｕｐｗｉｔｈａｖａｒｉｅｔｙｏｆｆｒａｃｔｉｏｎａｌｍｏｄｅｌｓａｎｄ

ｍｅｔｈｏｄｓｆｒｏｍｄｉｆｆｅｒｅｎｔｖｉｅｗｓ，ａｎｄｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄｔｈｅ

ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ＥｕｌｅｒＬａｇｒａｎｇｅ ｅｑｕａ

ｔｉｏｎｓａｎｄｆｒａｃｔｉｏｎａｌＨａｍｉｌｔｏｎｅｑｕａｔｉｏｎｓ．Ｆｒｏｍ

ｔｈｅｐｏｉｎｔｏｆｖｉｅｗｏｆｂｏｔｈｃｌａｓｓｉｃａｌａｎｄｑｕａｎｔｕｍ



ｓｙｓｔｅｍｓ，ｔｈｅｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆａｎｕｍｂｅｒｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｆｒａｃｔｉｏｎａｌｖａｒｉａｔｉｏｎａｌｐｒｏｂｌｅｍｓａｎｄｔｈｅｎｅｅｄｆｏｒａ

ｍｏｒｅｐｒｅｃｉｓｅｄｅｓｃｒｉｐｔｉｏｎｏｆｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌｍｏｄｅｌ，

ｉｎｐａｒｔ，ｃａｎｂｅｉｎｔｅｒｐｒｅｔｅｄａｓｔｈｅｎｏｎｌｏｃａｌｎａｔｕｒｅ

ｏｆｆｒａｃｔｉｏｎａｌｏｒｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｏｐｅｒａｔｏｒｓａｎｄｔｈｅ

ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇａｄｊｏｉｎｔｏｐｅｒａｔｏｒｓｆｏｒｄｅｓｃｒｉｂｉｎｇｔｈｅ

ｄｙｎａｍｉｃｓ．Ａｎｏｔｈｅｒｒｅａｓｏｎｉｓｔｈａｔｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔ

ｍａｎｙｄｉｆｆｅｒｅｎｔｆｒａｃｔｉｏｎａｌｉｎｔｅｇｒａｌｏｐｅｒａｔｏｒｓ，ｉｎ

ｃｌｕｄｉｎｇＧｒüｎｗａｌｄＬｅｔｎｉｋｏｖ，Ｃａｐｕｔｏ，Ｒｉｅｓｚ，Ｒｉｅ

ｍａｎｎＬｉｏｕｖｉｌｌｅｏｐｅｒａｔｏｒｓ，ａｎｄｓｏｏｎ．ＴｈｅＲｉｅ

ｍａｎｎＬｉｏｕｖｉｌｌｅｏｐｅｒａｔｏｒｉｓｏｎｅｏｆｔｈｅｍｏｓｔｆｒｅ

ｑｕｅｎｔｌｙｕｓｅｄｉｎｔｈｅａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｏｆｆｒａｃｔｉｏｎａｌｃａｌｃｕ

ｌｕｓｏｐｅｒａｔｏｒｓ．

Ｉｎｏｒｄｅｒｔｏｅｓｔａｂｌｉｓｈａｎｏｎｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｖｅｄｙ

ｎａｍｉｃａｌｓｙｓｔｅｍ ｍｏｄｅｌ，ＥｌＮａｂｕｌｓｉｐｒｅｓｅｎｔｅｄａ

ｍｏｄｅｌｉｎｇｍｅｔｈｏｄ
［１９］ｉｎ２００５，ｋｎｏｗｎａｓｔｈｅｆｒａｃ

ｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎｌｉｋｅｖａｒｉａｔｉｏｎａｌａｐｐｒｏａｃｈ（ａｌｓｏｃａｌｌｅｄ

ｔｈｅＥｌＮａｂｕｌｓｉ′ｓｆｒａｃｔｉｏｎａｌｍｏｄｅｌ）．Ｉｎｈｉｓｍｅｔｈ

ｏｄ，ｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌｉｎｔｅｇｒａｌａｂｏｕｔｔｉｍｅｏｎｌｙｎｅｅｄｓ

ｏｎｅｐａｒａｍｅｔｅｒ，ａｎｄｔｈｅｒｅｓｕｌｔｉｎｇｆｒａｃｔｉｏｎａｌＥｕｌｅｒ

Ｌａｇｒａｎｇｅｅｑｕａｔｉｏｎｓｃｏｎｔａｉｎｔｈｅｄｉｓｓｉｐａｔｉｖｅｆｏｒｃｅｓ

ｄｅｐｅｎｄｉｎｇｏｎｔｉｍｅ．Ｈｏｗｅｖｅｒ，ｔｈｅｒｅａｒｅａｎａｒｂｉ

ｔｒａｒｙｎｕｍｂｅｒｏｆｆｒａｃｔｉｏｎａｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓ（ｔｈｅｏｒｄｅｒ

ｏｆｔｈｅｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ）ｉｎｏｔｈｅｒｆｒａｃｔｉｏｎａｌｍｏｄｅｌｓ．Ｔｈｅ

ｎｏｖｅｌｔｙｏｆＥｌＮａｂｕｌｓｉｄｙｎａｍｉｃｓｍｏｄｅｌｉｓｔｈａｔｔｈｅ

ｄｅｒｉｖｅｄＥｕｌｅｒＬａｇｒａｎｇｅｅｑｕａｔｉｏｎｓａｒｅｓｉｍｉｌａｒｔｏ

ｔｈｅｃｌａｓｓｉｃａｌｏｎｅｓ，ｗｉｔｈｎｏｆｒａｃｔｉｏｎａｌｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓ，

ｂｕｔｔｈｅｐｒｅｓｅｎｃｅｏｆｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｅｘ

ｔｅｒｎａｌｆｏｒｃｅａｃｔｓｏｎｔｈｅｓｙｓｔｅｍ．Ｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃ

ｔｉｏｎｌｉｋｅａｐｐｒｏａｃｈｗａｓｆｕｒｔｈｅｒｅｘｔｅｎｄｅｄｔｏｔｈｅｓｉｔ

ｕａｔｉｏｎｏｆＬａｇｒａｎｇｉａｎｄｅｐｅｎｄｉｎｇｏｎＲｉｅｍａｎｎＬｉ

ｏｕｖｉｌｌｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓ
［２０］，ｔｏｔｈｅｍｕｌｔｉｄｉ

ｍｅｎｓｉｏｎａｌｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎｌｉｋｅｖａｒｉａｔｉｏｎａｌｐｒｏｂ

ｌｅｍｓ
［２１］，ｔｈｅ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ａｃｔｉｏｎｌｉｋｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ

ｐｒｏｂｌｅｍｓｗｉｔｈｈｏｌｏｎｏｍｉｃｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓｏｒｎｏｎｈｏｌｏ

ｎｏｍｉｃｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓｏｒｄｉｓｓｉｐａｔｉｖｅｄｙｎａｍｉｃｓｙｓ

ｔｅｍｓ
［２２］，ｔｈｅ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎｌｉｋｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ

ｐｒｏｂｌｅｍｓｗｉｔｈｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌｌａｗ
［２３］，ａｎｄｔｈｅｕｎｉ

ｖｅｒｓａｌｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎｌｉｋｅＥｕｌｅｒＬａｇｒａｎｇｅｅｑｕａ

ｔｉｏｎｓｆｒｏｍａｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｆｒａｃｔｉｏｎａｌｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｏｐｅｒ

ａｔｏｒ
［２４］．ＦｒｅｄｅｒｉｃｏａｎｄＴｏｒｒｅｓｓｔｕｄｉｅｄｔｈｅｃｏｎ

ｓｔａｎｔｏｆｍｏｔｉｏｎｆｏｒｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎｌｉｋｅｖａｒｉａｔｉｏｎ

ａｌｐｒｏｂｌｅｍｓ，ｇａｖｅＮｏｅｔｈｅｒ′ｓｔｈｅｏｒｅｍ
［３０］ｆｏｒｎｏｎ

ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｖｅｓｙｓｔｅｍｕｎｄｅｒＥｌＮａｂｕｌｓｉ′ｓｆｒａｃｔｉｏｎａｌ

ｍｏｄｅｌ，ａｎｄｅｘｔｅｎｄｅｄｔｏｔｈｅｓｉｔｕａｔｉｏｎｏｆＬａｇｒａｎｇ

ｉａｎｃｏｎｔａｉｎｉｎｇｈｉｇｈｅｒｏｒｄｅｒｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓ
［３１］．Ｒｅ

ｃｅｎｔｌｙ，ａｕｔｈｏｒｓｈａｖｅｏｂｔａｉｎｅｄｔｈｅＮｏｅｔｈｅｒ′ｓｔｈｅｏ

ｒｅｍｆｏｒＢｉｒｋｈｏｆｆｉａｎｓｙｓｔｅｍ
［３２］ｕｎｄｅｒＥｌＮａｂｕｌｓｉ′ｓ

ｆｒａｃｔｉｏｎａｌｍｏｄｅｌ，ｔｈｅＮｏｅｔｈｅｒ′ｓｔｈｅｏｒｅｍｓｆｏｒＬａ

ｇｒａｎｇｅｓｙｓｔｅｍｓ
［３３］ａｎｄＨａｍｉｌｔｏｎｓｙｓｔｅｍｓ

［３４］ｂａｓｅｄ

ｏｎｔｈｅｅｘｔｅｎｄｅｄｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌｌｙｆｒａｃｔｉｏｎａｌｉｎｔｅｇｒａｌ．

ＨｅｒｅｔｈｅＮｏｅｔｈｅｒｔｈｅｏｒｙｆｏｒｈｏｌｏｎｏｍｉｃｓｙｓ

ｔｅｍｓａｎｄｎｏｎｈｏｌｏｎｏｍｉｃｓｙｓｔｅｍｓｉｓｆｕｒｔｈｅｒｓｔｕｄｉｅｄ

ｕｎｄｅｒｔｈｅｆｒａｍｅｗｏｒｋｏｆｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎｌｉｋｅｖａｒｉ

ａｔｉｏｎａｌａｐｐｒｏａｃｈ．Ｔｈｅｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｓａｎｄｃｒｉｔｅｒｉａｏｆ

ｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎｌｉｋｅＮｏｅｔｈｅｒｓｙｍｍｅｔｒｉｃｔｒａｎｓｆｏｒ

ｍａｔｉｏｎｓａｎｄ Ｎｏｅｔｈｅｒｑｕａｓｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃｔｒａｎｓｆｏｒ

ｍａｔｉｏｎｓａｒｅｐｒｏｖｉｄｅｄ．Ｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎｌｉｋｅ

Ｎｏｅｔｈｅｒｔｈｅｏｒｅｍｓｏｆｈｏｌｏｎｏｍｉｃｓｙｓｔｅｍｓａｎｄｎｏｎ

ｈｏｌｏｎｏｍｉｃｓｙｓｔｅｍｓａｒｅｄｅｒｉｖｅｄ．Ａｎｄｔｈｅｃｏｎ

ｓｅｒｖｅｄｑｕａｎｔｉｔｉｅｓｌｅｄｂｙｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎｌｉｋｅ

Ｎｏｅｔｈｅｒｓｙｍｍｅｔｒｉｅｓａｒｅｇｉｖｅｎ．

１　犉狉犪犮狋犻狅狀犪犾犃犮狋犻狅狀犔犻犽犲犞犪狉犻犪狋犻狅狀犪犾

犘狉狅犫犾犲犿

Ａｓｓｕｍｅｔｈａｔｔｈｅｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｏｆａｍｅｃｈａｎｉ

ｃａｌｓｙｓｔｅｍｉｓｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄｂｙｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｃｏｏｒｄｉ

ｎａｔｅｓ狇犽（犽 ＝１，…，狀），ｔｈｅＬａｇｒａｎｇｉａｎｏｆｔｈｅ

ｓｙｓｔｅｍｉｓ犔＝犔（τ，狇，狇）．Ｗｉｔｈｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃ

ｔｉｏｎｌｉｋｅｖａｒｉａｔｉｏｎａｌａｐｐｒｏａｃｈｆｏｒｍｏｄｅｌｉｎｇｏｆｎｏｎ

ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｖｅｄｙｎａｍｉｃａｌｓｙｓｔｅｍｐｒｅｓｅｎｔｅｄｂｙＥｌ

Ｎａｂｕｌｓｉ
［１９］，ｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌｖａｒｉａｔｉｏｎａｌｐｒｏｂｌｅｍｕｎ

ｄｅｒＲｉｅｍａｎｎＬｉｏｕｖｉｌｌｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌｉｎｔｅｇｒａｌｓｃａｎｂｅ

ｄｅｆｉｎｅｄａｓｆｏｌｌｏｗｓ．

Ｆｉｎｄｔｈｅｓｔａｔｉｏｎａｒｙｐｏｉｎｔｓｏｆｔｈｅｉｎｔｅｇｒａｌ

ｆｕｎｃｔｉｏｎ

犛＝
１

Γ（α）∫
犫

犪
犔（τ，狇犽（τ），狇犽（τ））（狋－τ）

α－１ｄτ（１）

ｗｉｔｈｔｈｅｆｉｘｅｄｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

狇犽（犪）＝狇犽，犪，狇犽（犫）＝狇犽，犫　犽＝１，…，狀 （２）

ｗｈｅｒｅ　狇犽＝ｄ狇犽／ｄτ，ΓｉｓｔｈｅＥｕｌｅｒｇａｍｍａｆｕｎｃ

ｔｉｏｎ，０＜α≤１，τｔｈｅｉｎｔｒｉｎｓｉｃｔｉｍｅ，狋ｔｈｅｏｂ

ｓｅｒｖｅｒｔｉｍｅ，τ≠狋，ａｎｄｔｈｅｓｍｏｏｔｈＬａｇｒａｎｇｉａｎ犔

ｔｈｅｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆ犆２ ｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏａｌｌｏｆｉｔｓａｒｇｕ

ｍｅｎｔｓ．

Ｔｈｅａｂｏｖｅｖａｒｉａｔｉｏｎａｌｐｒｏｂｌｅｍｉｓｃａｌｌｅｄｔｈｅ

ｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎｌｉｋｅｖａｒｉａｔｉｏｎａｌｐｒｏｂｌｅｍ．Ｅｑ．（１）

ｃａｎａｌｓｏｂｅｃａｌｌｅｄｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎｌｉｋｅＨａｍ

ｉｌｔｏｎａｃｔｉｏｎ．Ｗｈｅｎα＝１，ｔｈｅｐｒｏｂｌｅｍｂｅｃｏｍｅｓ

ａｃｌａｓｓｉｃａｌｖａｒｉａｔｉｏｎａｌｐｒｏｂｌｅｍ ｏｆａｄｙｎａｍｉｃａｌ

１８３Ｎｏ．４ ＺｈａｎｇＹｉ，ｅｔａｌ．ＦｒａｃｔｉｏｎａｌＡｃｔｉｏｎＬｉｋｅＶａｒｉａｔｉｏｎａｌＰｒｏｂｌｅｍａｎｄＩｔｓＮｏｅｔｈｅｒＳｙｍｍｅｔｒｉｅｓ…



ｓｙｓｔｅｍ．

Ａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏｔｈｅｔｈｅｏｒｙｏｆｃａｌｃｕｌｕｓｏｆｖａｒｉａ

ｔｉｏｎｓ，ｔｈｅｎｅｃｅｓｓａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｔｏａｃｈｉｅｖｅｅｘｔｒｅｍｅ

ｆｏｒＥｑ．（１）ａｔ狇犽＝狇犽（）τ ｉｓｉｔｓｖａｒｉａｔｉｏｎｅｑｕａｌｔｏ０，

ｔｈａｔｉｓ，δ犛＝０．Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ｏｎｅｃａｎｈａｖｅｔｈｅｆｏｌ

ｌｏｗｉｎｇｅｑｕａｔｉｏｎ

δ犛＝
１
（）Γα∫

犫

犪

犔

狇犽
δ狇犽＋

犔

狇
·
犽

δ狇
·（ ）犽 狋－（ ）τ α－１ｄτ＝０

（３）

　　ＵｓｉｎｇｔｈｅｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓＥｑ．（２），ｏｎｅ

ｈａｓ

∫
犫

犪

犔

狇
·
犽

δ狇
·
犽 狋－（ ）τ α－１ｄτ＝

犔

狇
·
犽

狋－（ ）τ α－１
δ狇［ ］犽

犫

犪
－∫

犫

犪

ｄ

ｄτ
犔

狇
·
犽

狋－（ ）τ α－１［ －

犔

狇
·
犽

α－（ ）１ 狋－（ ）τ α－ ］２ δ狇犽ｄτ＝
－∫

犫

犪

ｄ

ｄτ
犔

狇
·
犽

狋－（ ）τ α－１
＋
犔

狇
·
犽

１－（ ）α 狋－（ ）τ α－［ ］２ δ狇犽ｄτ
（４）

　　ＳｕｂｓｔｉｔｕｔｉｎｇＥｑ．（４）ｉｎｔｏＥｑ．（３），ｉｔｂｅｃｏｍｅｓ

１
（）Γα∫

犫

犪

犔

狇犽
－
ｄ

ｄτ
犔

狇
·（ ）
犽

狋－（ ）τ α－１［ －

１－（ ）α
犔

狇
·
犽

狋－（ ）τ α－ ］２ δ狇犽ｄτ＝０ （５）

　　Ｓｉｎｃｅｔｈｅｖａｒｉａｔｉｏｎｓδ狇犽犽＝１，…，（ ）狀 ａｒｅｉｎ

ｄｅｐｅｎｄｅｎｔｏｆｅａｃｈｏｔｈｅｒｆｏｒａｈｏｌｏｎｏｍｉｃｓｙｓｔｅｍ，

ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ｂｙｔｈｅｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌｌｅｍｍａ
［３５］ｏｆｔｈｅ

ｃａｌｃｕｌｕｓｏｆｖａｒｉａｔｉｏｎｓ，ｏｎｅｏｂｔａｉｎｓ

犔

狇犽
－
ｄ

ｄτ
犔

狇
·（ ）
犽

狋－（ ）τ α－１
－ １－（ ）α

犔

狇
·
犽

狋－（ ）τ α－２
＝０

（６）

　　ＦｒｏｍＥｑ．（６），ｏｎｅｇｅｔｓ

ｄ

ｄτ
犔

狇
·
犽

－
犔

狇犽
＝－
１－α
狋－τ

犔

狇
·
犽

　　犽＝１，…，狀

（７）

Ｅｑ．（７）ａｒｅｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎｌｉｋｅＬａｇｒａｎｇｅ

ｅｑｕａｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｈｏｌｏｎｏｍｉｃｓｙｓｔｅｍ
［１９］．

Ａｓｓｕｍｅｔｈａｔｔｈｅ ｍｏｔｉｏｎｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍｉｓ

ｓｕｂｊｅｃｔｅｄｔｏ犵ｂｉｌａｔｅｒａｌｉｄｅａｌｎｏｎｈｏｌｏｎｏｍｉｃｃｏｎ

ｓｔｒａｉｎｔｓｏｆＣｈｅｔａｅｖｔｙｐｅ

犳β狋，狇，狇（ ）· ＝０　　β＝１，…，犵 （８）

ＴｈｅｒｅｓｔｒｉｃｔｉｏｎｏｆｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓＥｑ．（８）ｅｘｅｒｔｅｄｏｎ

ｔｈｅｖｉｒｔｕａｌｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓｉｓ

犳β
狇
·
犽

δ狇犽＝０　　β＝１，…，犵 （９）

　　ＦｒｏｍＥｑ．（５）ａｎｄｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓＥｑ．（９），ｂｙ

ｕｓｉｎｇｔｈｅＬａｇｒａｎｇｅｍｕｌｔｉｐｌｉｅｒｍｅｔｈｏｄ，ｏｎｅｃａｎ

ｏｂｔａｉｎ

ｄ

ｄτ
犔

狇
·
犽

－
犔

狇犽
＝－
１－α
狋－τ

犔

狇
·
犽

＋λβ
犳β
狇
·
犽

犽＝１，…，狀 （１０）

ｗｈｅｒｅλβａｒｅｔｈｅｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｍｕｌｔｉｐｌｉｅｒｓ．Ｅｑ．（１０）

ｃａｎｂｅｃａｌｌｅｄｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎｌｉｋｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ

ｅｑｕａｔｉｏｎｓｏｆｍｏｔｉｏｎｗｉｔｈｍｕｌｔｉｐｌｉｅｒｓｆｏｒｔｈｅｎｏｎ

ｈｏｌｏｎｏｍｉｃｓｙｓｔｅｍ．

Ｂｅｆｏｒｅｉｎｔｅｇｒａｔｉｎｇｔｈｅｅｑｕａｔｉｏｎｓｏｆｍｏｔｉｏｎ，

ｂｙｕｓｉｎｇＥｑｓ．（８，１０），ｏｎｅｃａｎｆｉｎｄλβａｓｔｈｅｆｕｎｃ

ｔｉｏｎｏｆ狋，狇ａｎｄ狇
·
．Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，Ｅｑｓ．（１０）ｃａｎｂｅ

ｗｒｉｔｔｅｎｉｎｔｈｅｆｏｒｍ

ｄ

ｄτ
犔

狇
·
犽

－
犔

狇犽
＝－
１－α
狋－τ

犔

狇
·
犽

＋Λ犽

犽＝１，…，狀 （１１）

ｗｈｅｒｅ

Λ犽＝Λ犽狋，狇，狇（ ）· ＝λβ
犳β
狇
·
犽

（１２）

　　Ｅｑｓ．（１１）ａｒｅｃａｌｌｅｄｔｈｅｅｑｕａｔｉｏｎｓｏｆｍｏｔｉｏｎ

ｏｆｔｈｅｈｏｌｏｎｏｍｉｃｓｙｓｔｅｍ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｔｏｔｈｅ

ｎｏｎｈｏｌｏｎｏｍｉｃｓｙｓｔｅｍ，ｏｒｔｈｅｅｑｕａｔｉｏｎｓｏｆｍｏｔｉｏｎ

ｏｆｔｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｈｏｌｏｎｏｍｉｃｓｙｓｔｅｍｆｏｒｓｈｏｒｔ．

Ｉｆｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｓａｔｉｓｆｙｔｈｅｅｑｕａｔｉｏｎｓ

ｏｆｎｏｎｈｏｌｏｎｏｍｉｃｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓＥｑ．（８），ｔｈｅｍｏｔｉｏｎ

ｏｆｔｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｈｏｌｏｎｏｍｉｃｓｙｓｔｅｍＥｑ．（１２）

ｗｉｌｌｇｉｖｅｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｎｏｎｈｏｌｏｎｏｍｉｃｓｙｓｔｅｍ

Ｅｑｓ．（８，１０）．

犈狓犪犿狆犾犲１　Ｃｏｎｓｉｄｅｒａｓｙｓｔｅｍｗｈｏｓｅｃｏｎｆｉｇ

ｕｒａｔｉｏｎｉｓｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄｂｙｔｗｏｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｃｏｏｒｄｉ

ｎａｔｅｓ狇１，狇２．ＴｈｅＬａｇｒａｎｇｉａｎｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍｉｓ

犔＝
１

２
狇
·２
１＋狇

·（ ）２２ （１３）

ａｎｄｉｔｓｍｏｔｉｏｎｉｓｓｕｂｊｅｃｔｔｏａｎｏｎｈｏｌｏｎｏｍｉｃｃｏｎ

ｓｔｒａｉｎｔ
［３６］

犳＝狇
·
１＋犫τ狇

·
２－犫狇２＋τ＝０　　犫＝ｃｏｎｓｔ　 （１４）

ＦｒｏｍＥｑｓ．（１０），ｏｎｅｈａｓ

狇
··
１＝－

１－α
狋－τ

狇
·
１＋λ，狇

··
２＝－

１－α
狋－τ

狇
·
２＋λ犫τ

（１５）

ｗｈｅｒｅｔｈｅｆｉｒｓｔｔｅｒｍ ｏｆｔｈｅｒｉｇｈｔｓｉｄｅｏｆｅａｃｈ

ｅｑｕａｔｉｏｎｏｆＥｑｓ．（１５）ｃａｎｂｅｖｉｅｗｅｄａｓａｇｅｎｅｒａｌ

ｉｚｅｄｅｘｔｅｒｎａｌｆｏｒｃｅａｃｔｉｎｇｏｎｔｈｅｓｙｓｔｅｍ，ａｎｄｔｈｅ

ｓｅｃｏｎｄｏｎｅｉｓｔｈｅｆｏｒｃｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｔｏｔｈｅｎｏｎ

ｈｏｌｏｎｏｍｉｃｃｏｎｓｔｒａｉｎｔＥｑ．（１４）．Ｆｒｏｍ Ｅｑｓ．（１４，

１５），ｏｎｅｃａｎｆｉｎｄｔｈｅｍｕｌｔｉｐｌｉｅｒ

２８３ ＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｆＮａｎｊｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＡｅｒｏｎａｕｔｉｃｓａｎｄＡｓｔｒｏｎａｕｔｉｃｓ Ｖｏｌ．３２



λ＝
１

１＋犫
２
τ
２

１－α
狋－τ

狇
·
１＋犫τ狇

·（ ）２ －［ ］１ （１６）

　　ＴｈｅｎＥｑｓ．（１５）ｃａｎｂｅｗｒｉｔｔｅｎａｓ

狇
··
１＝－

１

１＋犫
２
τ
２－
１－α
狋－τ

犫τ犫τ狇
·
１－狇

·（ ）２
１＋犫

２
τ［ ］２

狇
··
２＝－

犫τ
１＋犫

２
τ
２＋
１－α
狋－τ

犫τ狇
·
１－狇

·
２

１＋犫
２
τ［ ］２

（１７）

Ｅｑｓ．（１７）ａｒｅｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎｌｉｋｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉ

ａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓｏｆｍｏｔｉｏｎｏｆｔｈｅｈｏｌｏｎｏｍｉｃｓｙｓｔｅｍ

ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ ｎｏｎｈｏｌｏｎｏｍｉｃ ｓｙｓｔｅｍ

Ｅｑｓ．（１４，１５）．Ｉｆα＝１，Ｅｑｓ．（１７）ｇｉｖｅｔｈｅ

ｅｑｕａｔｉｏｎｓｏｆｍｏｔｉｏｎｉｎｃｌａｓｓｉｃｓｉｔｕａｔｉｏｎ
［３６］．

２　犞犪狉犻犪狋犻狅狀狅犳犉狉犪犮狋犻狅狀犪犾犃犮狋犻狅狀犔犻犽犲

犎犪犿犻犾狋狅狀犃犮狋犻狅狀

Ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｔｈｅｉｎｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓｏｆ

狉ｐａｒａｍｅｔｅｒｓｆｉｎｉｔｅｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｇｒｏｕｐ

τ
－
＝τ＋Δτ，狇

－
犽τ（）
－
＝狇犽（）τ ＋Δ狇犽

犽＝１，…，狀 （１８）

ｏｒｔｈｅｉｒｅｘｐａｎｓｉｏｎｆｏｒｍｕｌａｅ

τ
－
＝τ＋εσξ

σ
０τ，狇，狇（ ）·

狇
－
犽τ（）
－
＝狇犽（）τ ＋εσξ

σ
犽τ，狇，狇（ ）· 　　犽＝１，…，狀

（１９）

ｗｈｅｒｅεσσ＝１，…，（ ）狉 ａｒｅｔｈｅｉｎｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌｐａｒａｍ

ｅｔｅｒｓ，ａｎｄξ
σ
０，ξ

σ
犽ｔｈｅｇｅｎｅｒａｔｏｒｓｏｒｇｅｎｅｒａｔｉｎｇ

ｆｕｎｃｔｉｏｎｓｆｏｒｔｈｅｉｎｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ．

Ｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｏｆｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎｌｉｋｅ

ＨａｍｉｌｔｏｎａｃｔｉｏｎＥｑ．（１）ｂｅｆｏｒｅａｎｄａｆｔｅｒｔｒａｎｓｆｏｒ

ｍａｔｉｏｎｉｓ

犛γ（）
－
－犛（）γ ＝

１
（）Γα∫

犫
－

犪－
犔τ

－，狇
－
犽τ（）
－ ，狇

－
·

犽τ（）［ ］－ 狋－τ（ ）－ α－１ｄτ
－｛ －

∫
犫

犪
犔 τ，狇犽（）τ ，狇

·
犽（）［ ］τ 狋－（ ）τ α－１ｄ｝τ （２０）

ｗｈｅｒｅγｉｓｔｈｅｇｉｖｅｎｃｕｒｖｅａｎｄγ
－
ａｎｅｉｇｈｂｏｒｃｕｒｖｅ．

ＤｅｎｏｔｉｎｇｔｈｅｍａｉｎｌｉｎｅａｒｐａｒｔｏｆＥｑ．（２０）ｆｏｒεσ，

ｉ．ｅ．，ｔｈｅｐａｒｔａｃｃｕｒａｔｅｔｏｔｈｅｆｉｒｓｔｏｒｄｅｒｉｎｆｉｎｉｔｅｓｉ

ｍａｌ，ａｓΔ犛，ｏｎｅｈａｓ

Δ犛＝
１
（）Γα∫

犫

犪

犔

τ
Δτ＋

犔

狇犽
Δ狇犽＋

犔

狇
·
犽

Δ狇
·
犽［ ＋

犔
ｄ

ｄτ
Δτ＋

１－α
狋－τ

Δ（ ）］τ 狋－（ ）τ α－１ｄτ （２１）

　　Ｆｏｒａｎａｒｂｉｔｒａｒｙｆｕｎｃｔｉｏｎ犉，ｔｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｂｅ

ｔｗｅｅｎｔｈｅｎｏｎｉｓｏｃｈｒｏｎｏｕｓｖａｒｉａｔｉｏｎΔａｎｄｔｈｅ

ｉｓｏｃｈｒｏｎｏｕｓｖａｒｉａｔｉｏｎδｉｓ
［３６］

Δ犉＝δ犉＋犉
·

Δτ （２２）

Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅｏｎｅｈａｓ

δ狇犽＝Δ狇犽－狇
·
犽Δτ，Δ狇

·
犽＝
ｄ

ｄτ
Δ狇犽－狇

·
犽
ｄ

ｄτ
Δτ

（２３）

ＦｒｏｍＥｑ．（２３），Ｅｑ．（２１）ｃａｎｂｅｅｘｐｒｅｓｓｅｄａｓ

Δ犛＝
１
（）Γα∫

犫

犪

ｄ

ｄτ
犔Δτ＋

犔

狇
·
犽

δ狇（ ）犽 狋－（ ）τ α－［ ］１｛ ＋

犔

狇犽
－
ｄ

ｄτ
犔

狇
·
犽

－
１－α
狋－τ

犔

狇
·（ ）
犽

狋－（ ）τ α－１
δ狇 ｝犽 ｄτ

（２４）

ＦｒｏｍＥｑｓ．（１９，２３），Ｅｑ．（２４）ｃａｎｂｅｆｕｒｔｈｅｒｅｘ

ｐｒｅｓｓｅｄａｓ

Δ犛＝
１
（）Γα∫

犫

犪
εσ

ｄ

ｄτ
犔ξ
σ
０＋

犔

狇
·
犽
ξ
σ
犽－狇

·
犽ξ
σ（ ）（ ）０ 狋－（ ）τ α－［ ］１｛ ＋

犔

狇犽
－
ｄ

ｄτ
犔

狇
·
犽

－
１－α
狋－τ

犔

狇
·（ ）
犽

ξ
σ
犽－狇

·
犽ξ
σ（ ）０ 狋－（ ）τ α－ ｝１ ｄτ

（２５）

Ｅｑｓ．（２１，２５）ａｒｅｂａｓｉｃｆｏｒｍｕｌａｅｆｏｒｔｈｅｖａｒｉａｔｉｏｎ

ｏｆｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎｌｉｋｅＨａｍｉｌｔｏｎａｃｔｉｏｎ．

３　犉狉犪犮狋犻狅狀犪犾犃犮狋犻狅狀犔犻犽犲犛狔犿犿犲狋狉犻犮

犜狉犪狀狊犳狅狉犿犪狋犻狅狀

Ｉｎｔｈｉｓｓｅｃｔｉｏｎ，ｏｎｅｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｓｔｈｅｄｅｆｉｎｉ

ｔｉｏｎｓａｎｄｃｒｉｔｅｒｉａｏｆｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎｌｉｋｅＮｏｅｔｈｅｒ

ｓｙｍｍｅｔｒｉｃｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓａｎｄｑｕａｓｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃ

ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ．

犇犲犳犻狀犻狋犻狅狀１　Ｉｆｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎｌｉｋｅ

ＨａｍｉｌｔｏｎａｃｔｉｏｎＥｑ．（１）ｉｓａｎｉｎｖａｒｉａｎｔｏｆｔｈｅｉｎ

ｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｇｒｏｕｐ ｉｎ

Ｅｑ．（１８），ｔｈａｔｉｓ，ｆｏｒｅａｃｈｏｆｔｈｅｉｎｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌ

ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ，ｔｈｅｆｏｒｍｕｌａ

Δ犛＝０ （２６）

ｈｏｌｄｓ，ｔｈｅｉｎｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓａｒｅｃａｌｌｅｄ

ｔｈｅ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ａｃｔｉｏｎｌｉｋｅ Ｎｏｅｔｈｅｒ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ

ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ．

ＦｒｏｍＤｅｆｉｎｉｔｉｏｎ１ａｎｄＥｑ．（２１），ｏｎｅｃａｎｏｂ

ｔａｉｎｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｃｒｉｔｅｒｉｏｎ．

犆狉犻狋犲狉犻狅狀１　Ｆｏｒｔｈｅｉｎｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌｔｒａｎｓｆｏｒ

ｍａｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｇｒｏｕｐｉｎＥｑ．（１８），ｉｆｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

犔

τ
Δτ＋

犔

狇犽
Δ狇犽＋

犔

狇
·
犽

Δ狇
·
犽＋犔

ｄ

ｄτ
Δτ＋

１－α
狋－τ

Δ（ ）τ ＝０
（２７）

ｉｓｓａｔｉｓｆｉｅｄ，ｔｈｅｉｎｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓａｒｅ

ｔｈｅ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ａｃｔｉｏｎｌｉｋｅ Ｎｏｅｔｈｅｒ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ

ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ．

ＣｏｎｄｉｔｉｏｎＥｑ．（２７）ｃａｎａｌｓｏｂｅｅｘｐｒｅｓｓｅｄａｓ

３８３Ｎｏ．４ ＺｈａｎｇＹｉ，ｅｔａｌ．ＦｒａｃｔｉｏｎａｌＡｃｔｉｏｎＬｉｋｅＶａｒｉａｔｉｏｎａｌＰｒｏｂｌｅｍａｎｄＩｔｓＮｏｅｔｈｅｒＳｙｍｍｅｔｒｉｅｓ…



犔

τξ
σ
０＋
犔

狇犽
ξ
σ
犽＋
犔

狇
·
犽
ξ
·
σ
犽－狇

·
犽ξ
·
σ（ ）０ ＋

犔ξ
·
σ
０＋
１－α
狋－τξ

σ（ ）０ ＝０
σ＝１，…，狉 （２８）

Ｗｈｅｎ狉＝１，Ｅｑ．（２８）ｍａｙｂｅｃａｌｌｅｄｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌ

ａｃｔｉｏｎｌｉｋｅＮｏｅｔｈｅｒｉｄｅｎｔｉｔｙ．

ＦｒｏｍＤｅｆｉｎｉｔｉｏｎ１ａｎｄＥｑ．（２５），ｏｎｅｃａｎｏｂ

ｔａｉｎｔｈｅｃｒｉｔｅｒｉｏｎａｓｆｏｌｌｏｗｓ．

犆狉犻狋犲狉犻狅狀２　Ｆｏｒｔｈｅｉｎｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌｔｒａｎｓｆｏｒ

ｍａｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｇｒｏｕｐｉｎＥｑ．（１９），ｉｆｔｈｅｃｏｎｄｉ

ｔｉｏｎｓ

ｄ

ｄτ
犔ξ

σ
０＋
犔

狇
·
犽
ξ
σ
犽－狇

·
犽ξ
σ（ ）（ ）０ 狋－（ ）τ α－［ ］１ ＋

犔

狇犽
－
ｄ

ｄτ
犔

狇
·
犽

－
１－α
狋－τ

犔

狇
·（ ）
犽
ξ
σ
犽－狇

·
犽ξ
σ（ ）０ 狋－（ ）τ α－１

＝０

σ＝１，…，狉 （２９）

ａｒｅｓａｔｉｓｆｉｅｄ，ｔｈｅｉｎｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓａｒｅ

ｔｈｅ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ａｃｔｉｏｎｌｉｋｅ Ｎｏｅｔｈｅｒ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ

ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ．

Ｓｕｂｓｅｑｕｅｎｔｌｙ，ｏｎｅｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｓｔｈｅｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ

ａｎｄｃｒｉｔｅｒｉａｏｆｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎｌｉｋｅＮｏｅｔｈｅｒ

ｑｕａｓｉｓｙｍｍｅｔｒｙｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ．

Ｓｕｐｐｏｓｅｔｈａｔ犔′ｉｓａｎｏｔｈｅｒＬａｇｒａｎｇｉａｎ，ｉｆｔｈｅｉｎ

ｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ（Ｅｑ．（１８））ａｃｃｕｒａｔｅｔｏｔｈｅ

ｆｉｒｓｔｏｒｄｅｒｉｎｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌｓａｔｉｓｆｙｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

１
（）Γα∫

犫

犪
犔 τ，狇犽（）τ ，狇

·
犽（）［ ］τ 狋－（ ）τ α－１ｄτ＝

１
（）Γα∫

犫
－

珔犪
犔′τ

－，狇
－
犽τ（）
－ ，狇

－
·

犽τ（）［ ］－ 狋－τ（ ）－ α－１ｄτ
－

（３０）

ｔｈｉｓｉｎｖａｒｉａｎｃｅｉｓｃａｌｌｅｄｔｈｅｑｕａｓｉｉｎｖａｒｉａｎｃｅｏｆｔｈｅ

ｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎｌｉｋｅＨａｍｉｌｔｏｎａｃｔｉｏｎＥｑ．（１）ｕｎ

ｄｅｒｔｈｅｉｎｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｇｒｏｕｐ

ｉｎＥｑ．（１８）．Ｔｈｅｆｕｎｃｔｉｏｎｓ犔′ａｎｄ犔ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ

ｂｙＥｑ．（３０）ｓａｔｉｓｆｙｔｈｅｓａｍｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓ

ｏｆｍｏｔｉｏｎ．Ｈｅｎｃｅｔｈｅｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓａｒｅｃａｌｌｅｄ

ｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎｌｉｋｅＮｏｅｔｈｅｒｑｕａｓｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃ

ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ，ａｎｄｏｎｅｈａｓ

犔′τ，狇犽（）τ ，狇
·
犽（）［ ］τ ＝

犔τ，狇犽（）τ ，狇
·
犽（）［ ］τ ＋

ｄ

ｄτ
犌τ，狇犽（）（ ）τ 狋－（ ）τ

１－α

（３１）

　　ＳｕｂｓｔｉｔｕｔｉｎｇＥｑ．（３１）ｉｎｔｏＥｑ．（３０），ｏｎｅｈａｓ

１
（）Γα∫

犫
－

犪－
犔τ

－，狇
－
犽τ（）
－ ，狇

－
·

犽τ（）［ ］－ 狋－τ（ ）－ α－１ｄτ
－｛ －

∫
犫

犪
犔 τ，狇犽（）τ ，狇

·
犽（）［ ］τ 狋－（ ）τ α－１ｄ｝τ ＝

－
１
（）Γα∫

犫
－

犪－

ｄ

ｄτ
－犌τ

－，狇
－
犽τ（）（ ）－ ｄτ

－ （３２）

ＴｈｅｌｅｆｔｈａｎｄｏｆＥｑ．（３２）ｉｓａｆｉｒｓｔｏｒｄｅｒｉｎｆｉｎｉｔｅｓ

ｉｍａｌｕｎｄｅｒｔｈｅｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ （Ｅｑ．（１８））．

Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ｔｈｅｒｉｇｈｔｈａｎｄｓｈｏｕｌｄｂｅａｎｉｎｆｉｎｉｔｅｓｉ

ｍａｌｏｆｔｈｅｓａｍｅｏｒｄｅｒ．犌ｃａｎｂｅｒｅｐｌａｃｅｄｂｙΔ犌，

ａｎｄｔｈｕｓ

Δ犌τ
－，狇
－
犽τ（）（ ）－

＝Δ犌τ，狇犽（）τ ，狇
·
犽（）（ ）τ （３３）

Ｈｅｎｃｅ，ｏｎｅｈａｓ

犇犲犳犻狀犻狋犻狅狀２　Ｉｆｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎｌｉｋｅ

ＨａｍｉｌｔｏｎａｃｔｉｏｎＥｑ．（１）ｉｓａｑｕａｓｉｉｎｖａｒｉａｎｔｕｎｄｅｒ

ｔｈｅｉｎｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓｏｆｇｒｏｕｐ（１８），

ｉ．ｅ．ｆｏｒｅａｃｈｏｆｔｈｅｉｎｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ，

ｔｈｅｆｏｒｍｕｌａ

Δ犛＝－
１
（）Γα∫

犫

犪

ｄ

ｄτ
Δ（ ）犌 ｄτ （３４）

ｈｏｌｄｓ，ｗｈｅｒｅ犌 ＝犌τ，狇，狇（ ）· ，ｔｈｅｉｎｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌ

ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓａｒｅｃａｌｌｅｄｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎ

ｌｉｋｅＮｏｅｔｈｅｒｑｕａｓｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ．

ＦｒｏｍＤｅｆｉｎｉｔｉｏｎ２ａｎｄＥｑ．（２５），ｏｎｅｃａｎｇｅｔ

ｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｃｒｉｔｅｒｉｏｎ．

犆狉犻狋犲狉犻狅狀３　Ｆｏｒｔｈｅｉｎｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌｔｒａｎｓｆｏｒ

ｍａｔｉｏｎｓｏｆｇｒｏｕｐ（１８），ｉｆｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

犔

τ
Δτ＋

犔

狇犽
Δ狇犽＋

犔

狇
·
犽

Δ狇
·
犽＋犔

ｄ

ｄτ
Δτ＋

１－α
狋－τ

Δ（ ）τ ＝
－
ｄ

ｄτ
Δ（ ）犌 狋－（ ）τ

１－α （３５）

ｉｓｓａｔｉｓｆｉｅｄ，ｔｈｅｉｎｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓａｒｅ

ｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎｌｉｋｅＮｏｅｔｈｅｒｑｕａｓｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃ

ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ．

ＣｏｎｄｉｔｉｏｎＥｑ．（３５）ｃａｎａｌｓｏｂｅｅｘｐｒｅｓｓｅｄａｓ

犔

τξ
σ
０＋
犔

狇犽
ξ
σ
犽＋
犔

狇
·
犽
ξ
·
σ
犽－狇

·
犽ξ
·
σ（ ）０ ＋犔ξ

·
σ
０＋
１－α
狋－τξ

σ（ ）０ ＝
－犌

·
σ 狋－（ ）τ

１－α
　σ＝１，…，狉 （３６）

ｗｈｅｒｅΔ犌＝εσ犌
σ．Ｗｈｅｎ狉＝１，Ｅｑ．（３６）ｍａｙｂｅ

ｃａｌｌｅｄ ｔｈｅ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ａｃｔｉｏｎｌｉｋｅ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ

Ｎｏｅｔｈｅｒｉｄｅｎｔｉｔｙ．

ＦｒｏｍＤｅｆｉｎｉｔｉｏｎ２ａｎｄＥｑ．（２５），ｏｎｅｃａｎｓｕｇ

ｇｅｓｔｔｈｅｃｒｉｔｅｒｉｏｎａｓｆｏｌｌｏｗｓ

犆狉犻狋犲狉犻狅狀４　Ｆｏｒｔｈｅｉｎｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌｔｒａｎｓｆｏｒ

ｍａｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｇｒｏｕｐｉｎＥｑ．（１９），ｉｆｔｈｅｃｏｎｄｉ

ｔｉｏｎｓ

ｄ

ｄτ
犔ξ

σ
０＋
犔

狇
·
犽
ξ
σ
犽－狇

·
犽ξ
σ（ ）（ ）０ 狋－（ ）τ α－［ ］１ ＋

４８３ ＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｆＮａｎｊｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＡｅｒｏｎａｕｔｉｃｓａｎｄＡｓｔｒｏｎａｕｔｉｃｓ Ｖｏｌ．３２



犔

狇犽
－
ｄ

ｄτ
犔

狇
·
犽

－
１－α
狋－τ

犔

狇
·（ ）
犽
ξ
σ
犽－狇

·
犽ξ
σ（ ）０ 狋－（ ）τ α－１

＝

－犌
·
σ
　σ＝１，…，狉 （３７）

ａｒｅｓａｔｉｓｆｉｅｄ，ｔｈｅｉｎｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓａｒｅ

ｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎｌｉｋｅＮｏｅｔｈｅｒｑｕａｓｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃ

ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ．

ＢｙｕｓｉｎｇＣｒｉｔｅｒｉｏｎｓ１，２，ｏｎｅｃａｎｄｅｔｅｒｍｉｎｅ

ｔｈｅ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ａｃｔｉｏｎｌｉｋｅ Ｎｏｅｔｈｅｒ ｓｙｍｍｅｔｒｙ．

Ｌｉｋｅｗｉｓｅ，ｂｙｕｓｉｎｇＣｒｉｔｅｒｉｏｎｓ３，４，ｏｎｅｃａｎｄｅ

ｆｉｎｅｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎｌｉｋｅＮｏｅｔｈｅｒｑｕａｓｉｓｙｍ

ｍｅｔｒｙ．

４　犉狉犪犮狋犻狅狀犪犾 犃犮狋犻狅狀犔犻犽犲 犖狅犲狋犺犲狉

犜犺犲狅狉犲犿狅犳犎狅犾狅狀狅犿犻犮犛狔狊狋犲犿

Ｔｈｅｃｏｎｓｅｒｖｅｄｑｕａｎｔｉｔｙｏｆａｈｏｌｏｎｏｍｉｃｓｙｓ

ｔｅｍｕｎｄｅｒｔｈｅＥｌＮａｂｕｌｓｉ′ｓｆｒａｃｔｉｏｎａｌｍｏｄｅｌｉｓ

ｆｉｒｓｔｌｙｄｅｆｉｎｅｄ．

犇犲犳犻狀犻狋犻狅狀３　Ａｆｕｎｃｔｉｏｎ犐τ，狇，狇（ ）· ｉｓｓａｉｄｔｏ

ｂｅａｃｏｎｓｅｒｖｅｄｑｕａｎｔｉｔｙｏｆａｈｏｌｏｎｏｍｉｃｓｙｓｔｅｍ

ｕｎｄｅｒＥｌＮａｂｕｌｓｉ′ｓｆｒａｃｔｉｏｎａｌｍｏｄｅｌｉｆ

ｄ

ｄτ
犐τ，狇，狇（ ）· ＝０ （３８）

ｉｓａｌｏｎｇａｌｌｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓｏｆｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌ

ａｃｔｉｏｎｌｉｋｅＬａｇｒａｎｇｅｅｑｕａｔｉｏｎｓ．（７）．

Ｆｏｒａｈｏｌｏｎｏｍｉｃｓｙｓｔｅｍ，ｉｆｏｎｅｃａｎｆｉｎｄａ

ｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎｌｉｋｅＮｏｅｔｈｅｒｓｙｍｍｅｔｒｉｃｔｒａｎｓｆｏｒ

ｍａｔｉｏｎｏｒａＮｏｅｔｈｅｒｑｕａｓｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃｔｒａｎｓｆｏｒｍａ

ｔｉｏｎ，ｏｎｅｃａｎｆｉｎｄａｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｃｏｎｓｅｒｖｅｄ

ｑｕａｎｔｉｔｙ．Ｈｅｒｅｉｓｔｈｅｏｂｔａｉｎｅｄｔｈｅｏｒｅｍ．

犜犺犲狅狉犲犿 １ 　 Ｆｏｒｔｈｅ ｈｏｌｏｎｏｍｉｃ ｓｙｓｔｅｍ

Ｅｑ．（７），ｉｆｔｈｅｉｎｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓｏｆ

ｇｒｏｕｐＥｑ．（１９）ａｒｅｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎｌｉｋｅ

ＮｏｅｔｈｅｒｓｙｍｍｅｔｒｉｃｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓｕｎｄｅｒＤｅｆｉｎｉ

ｔｉｏｎ１，ｔｈｅｓｙｓｔｅｍｈａｓ狉ｌｉｎｅａｒａｎｄｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ

ｃｏｎｓｅｒｖｅｄｑｕａｎｔｉｔｉｅｓ，ｔｈａｔｉｓ

犐σ＝ 犔ξ
σ
０＋
犔

狇
·
犽
ξ
σ
犽－狇

·
犽ξ
σ（ ）［ ］０ 狋－（ ）τ α－１

＝犮
σ

σ＝１，…，狉 （３９）

　　犘狉狅狅犳　Ｓｉｎｃｅｔｈｅｉｎｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌｔｒａｎｓｆｏｒｍａ

ｔｉｏｎｓ ｏｆ ｇｒｏｕｐ ａｒｅ ｔｈｅ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎｌｉｋｅ

Ｎｏｅｔｈｅｒｓｙｍｍｅｔｒｉｃｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｓｙｓ

ｔｅｍ．ＢｙＤｅｆｉｎｉｔｉｏｎ１，ｏｎｅｈａｓΔ犛＝０，ｎａｍｅｌｙ

１
（）Γα∫

犫

犪
εσ
ｄ

ｄτ
犔ξ

σ
０＋
犔

狇
·
犽
ξ
σ
犽－狇

·
犽ξ
σ（ ）（ ）０ 狋－（ ）τ α－［ ］１｛ ＋

犔

狇犽
－
ｄ

ｄτ
犔

狇
·
犽

－
１－α
狋－τ

犔

狇
·（ ）
犽
ξ
σ
犽－狇

·
犽ξ
σ（ ）０ 狋（－

）τ α－１ ｝　　ｄτ＝０ （４０）

　　ＳｕｂｓｔｉｔｕｔｉｎｇＥｑ．（７）ｉｎｔｏＥｑ．（４０），ａｎｄｃｏｎ

ｓｉｄｅｒｉｎｇｔｈｅｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｃｅｏｆｐａｒａｍｅｔｅｒｓεσ，ｏｎｅ

ｈａｓ

ｄ

ｄτ
犔ξ

σ
０＋
犔

狇
·
犽
ξ
σ
犽－狇

·
犽ξ
σ（ ）（ ）０ 狋－（ ）τ α－［ ］１ ＝０

（４１）

　　Ｉｎｔｅｇｒａｔｉｎｇｉｔ，Ｅｑ．（３９）ｉｓｏｂｔａｉｎｅｄ，ａｎｄｔｈｅｎ

ｉｔｅｎｄｓ．

犜犺犲狅狉犲犿 ２ 　 Ｆｏｒｔｈｅ ｈｏｌｏｎｏｍｉｃ ｓｙｓｔｅｍ

Ｅｑ．（７），ｉｆｔｈｅｉｎｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓｏｆ

ｔｈｅｇｒｏｕｐｉｎＥｑ．（１９）ａｒｅｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎｌｉｋｅ

Ｎｏｅｔｈｅｒｑｕａｓｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓｕｎｄｅｒ

Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ２，ｔｈｅｓｙｓｔｅｍｅｘｉｓｔｓ狉ｌｉｎｅａｒｉｎｄｅｐｅｎｄ

ｅｎｔｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎｑｕａｎｔｉｔｉｅｓ，ｓｕｃｈａｓ

犐σ＝ 犔ξ
σ
０＋
犔

狇
·
犽
ξ
σ
犽－狇

·
犽ξ
σ（ ）［ ］０ 狋－（ ）τ α－１

＋犌
σ
＝犮

σ

σ＝１，…，狉 （４２）

　　Ｔｈｅｏｒｅｍｓ１，２ｃａｎｂｅｃａｌｌｅｄｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌ

ａｃｔｉｏｎｌｉｋｅＮｏｅｔｈｅｒｔｈｅｏｒｅｍ ｆｏｒｔｈｅｈｏｌｏｎｏｍｉｃ

ｓｙｓｔｅｍ．ＡｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏｔｈｅＮｏｅｔｈｅｒｔｈｅｏｒｅｍ，ｆｏｒ

ｔｈｅｈｏｌｏｎｏｍｉｃｓｙｓｔｅｍ ｕｎｄｅｒＥｌＮａｂｕｌｓｉ′ｓｆｒａｃ

ｔｉｏｎａｌｍｏｄｅｌ，ｉｆｏｎｅｃａｎｆｉｎｄａｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎ

ｌｉｋｅＮｏｅｔｈｅｒｓｙｍｍｅｔｒｉｃｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｒａｑｕａｓｉ

ｓｙｍｍｅｔｒｉｃｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ，ｏｎｅｃａｎｇｅｔａｃｏｎ

ｓｅｒｖｅｄｑｕａｎｔｉｔｙｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍ．

犈狓犪犿狆犾犲２　ＴｈｅＬａｇｒａｎｇｉａｎｏｆｔｈｅｐｌａｎａｒ

Ｋｅｐｌｅｒｐｒｏｂｌｅｍｉｓ

犔＝
１

２
狇
·２
１＋狇

·（ ）２２ ＋μ 狇
２
１＋狇（ ）２２

－１／２

狇
２
１＋狇

２
２ ≠０ （４３）

Ｈｅｒｅｏｎｅｔｒｉｅｓｔｏｓｔｕｄｙｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎｌｉｋｅ

Ｎｏｅｔｈｅｒｓｙｍｍｅｔｒｉｅｓａｎｄｃｏｎｓｅｒｖｅｄｑｕａｎｔｉｔｉｅｓｏｆ

ｔｈｅｓｙｓｔｅｍ．

Ｆｉｒｓｔ，ｏｎｅｆｉｎｄｓｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎｌｉｋｅ

Ｎｏｅｔｈｅｒｑｕａｓｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ．Ｆｒａｃ

ｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎｌｉｋｅ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ Ｎｏｅｔｈｅｒｉｄｅｎｔｉｔｙ

Ｅｑ．（３６）ｇｉｖｅｓ

－μ 狇
２
１＋狇（ ）２２

－３／２
狇１ξ１＋狇２ξ（ ）２ ＋狇

·
１ξ
·

１－狇
·
１ξ
·

（ ）０ ＋

狇
·
２ξ
·

２－狇
·
２ξ
·

（ ）０ ＋犔ξ
·

０＋
１－α
狋－τξ（ ）０ ＝ －犌· 狋－（ ）τ

１－α

（４４）

　　Ｅｑ．（４４）ｈａｓｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

ξ
１
０＝０，ξ

１
１＝－狇２，ξ

１
２＝狇１，犌

１
＝０ （４５）

ξ
２
０＝ 狋－（ ）τ

１－α，ξ
２
１＝狇

·
１ 狋－（ ）τ

１－α，ξ
２
２＝狇

·
２ 狋－（ ）τ

１－α

５８３Ｎｏ．４ ＺｈａｎｇＹｉ，ｅｔａｌ．ＦｒａｃｔｉｏｎａｌＡｃｔｉｏｎＬｉｋｅＶａｒｉａｔｉｏｎａｌＰｒｏｂｌｅｍａｎｄＩｔｓＮｏｅｔｈｅｒＳｙｍｍｅｔｒｉｅｓ…



犌２＝－
１

２
狇
·２
１＋狇

·（ ）２２ －μ 狇
２
１＋狇（ ）２２

－１／２ （４６）

ＴｈｅｇｅｎｅｒａｔｏｒＥｑ．（４５）ｉｓｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｔｏａｆｒａｃ

ｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎｌｉｋｅＮｏｅｔｈｅｒｓｙｍｍｅｔｒｉｃｔｒａｎｓｆｏｒｍａ

ｔｉｏｎｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍ，ａｎｄｔｈｅｇｅｎｅｒａｔｏｒＥｑ．（４６）ｉｓ

ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｔｏａｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎｌｉｋｅＮｏｅｔｈｅｒ

ｑｕａｓｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍ．

ＦｒｏｍｔｈｅｇｅｎｅｒａｔｏｒＥｑ．（４５），ａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏ

Ｔｈｅｏｒｅｍ１，ｏｎｅｈａｓ

犐１＝ 狇１狇
·
２－狇

·
１狇（ ）２ 狋－（ ）τ α－１

＝ｃｏｎｓｔ （４７）

Ｅｑ．（４７）ｉｓａｃｏｎｓｅｒｖｅｄｑｕａｎｔｉｔｙｌｅｄｂｙｔｈｅｆｒａｃ

ｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎｌｉｋｅＮｏｅｔｈｅｒｓｙｍｍｅｔｒｙＥｑ．（４５）ｏｆ

ｔｈｅｓｙｓｔｅｍ．Ｗｈｅｎα＝１，Ｅｑ．（４７）ｇｉｖｅｓ

犐＝狇１狇
·
２－狇

·
１狇２＝ｃｏｎｓｔ （４８）

ＴｈｉｓｉｓｔｈｅｃｏｎｓｅｒｖｅｄｑｕａｎｔｉｔｙｏｆａｃｌａｓｓｉｃａｌＫｅｐ

ｌｅｒｐｒｏｂｌｅｍ
［３６］．

ＦｒｏｍｔｈｅｇｅｎｅｒａｔｏｒＥｑ．（４６），ａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏ

Ｔｈｅｏｒｅｍ２，ｏｎｅｏｂｔａｉｎｓ

犐２＝０ （４９）

Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ｔｈｅｉｎｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｃｏｒｒｅ

ｓｐｏｎｄｉｎｇｔｏｔｈｅｇｅｎｅｒａｔｏｒＥｑ．（４６）ｉｓｔｒｉｖｉａｌ．

５　犉狉犪犮狋犻狅狀犪犾 犃犮狋犻狅狀犔犻犽犲 犖狅犲狋犺犲狉

犜犺犲狅狉犲犿狅犳犖狅狀犺狅犾狅狀狅犿犻犮犛狔狊狋犲犿

Ｔｈｅ ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ｏｆ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ａｃｔｉｏｎｌｉｋｅ

Ｎｏｅｔｈｅｒｑｕａｓｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅ

ｎｏｎｈｏｌｏｎｏｍｉｃｓｙｓｔｅｍｉｓｆｉｒｓｔｌｙｇｉｖｅｎ．

Ｎｏｔｉｃｅｔｈａｔ

δ狇犽＝Δ狇犽－狇
·
犽Δτ＝εσξ

σ
犽－狇

·
犽ξ
σ（ ）０ （５０）

ＳｕｂｓｔｉｔｕｔｉｎｇＥｑ．（５０）ｉｎｔｏＥｑ．（９），ａｎｄｃｏｎｓｉｄｅｒ

ｉｎｇｔｈｅｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｃｅｏｆεσ，ｏｎｅｈａｓ

犳β
狇
·
犽
ξ
σ
犽－狇

·
犽ξ
σ（ ）０ ＝０　β＝１，…，犵；σ＝１，…，狉

（５１）

Ｔｈｉｓｉｓｔｈｅｒｅｓｔｒｉｃｔｉｏｎ ｏｆｎｏｎｈｏｌｏｎｏｍｉｃｃｏｎ

ｓｔｒａｉｎｔｓｅｘｅｒｔｅｄｏｎｔｈｅｇｅｎｅｒａｔｉｎｇｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｉｎ

ｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ，ｃａｌｌｅｄｔｈｅ Ａｐｐｅｌｌ

Ｃｈｅｔａｅｖｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ．Ｔｈｕｓｏｎｅｈａｓ

犇犲犳犻狀犻狋犻狅狀４Ｆｏｒｔｈｅｎｏｎｈｏｌｏｎｏｍｉｃｓｙｓｔｅｍ

Ｅｑｓ．（８，１０），ｉｆｔｈｅｉｎｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ

ｏｆｔｈｅｇｒｏｕｐｉｎＥｑ．（１９）ａｒｅｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎ

ｌｉｋｅ Ｎｏｅｔｈｅｒｑｕａｓｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ，

ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ ｔｈｅ ＡｐｐｅｌｌＣｈｅｔａｅｖ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ Ｅｑ．

（５１），ｔｈｅｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓａｒｅｃａｌｌｅｄｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌ

ａｃｔｉｏｎｌｉｋｅＮｏｅｔｈｅｒｑｕａｓｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃｔｒａｎｓｆｏｒｍａ

ｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｎｏｎｈｏｌｏｎｏｍｉｃｓｙｓｔｅｍ．

Ｓｅｃｏｎｄｌｙ，ｏｎｅｇｉｖｅｓｔｈｅｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｏｆａｃｏｎ

ｓｅｒｖｅｄｑｕａｎｔｉｔｙｏｆａｎｏｎｈｏｌｏｎｏｍｉｃｓｙｓｔｅｍｕｎｄｅｒ

ＥｌＮａｂｕｌｓｉ′ｓｆｒａｃｔｉｏｎａｌｍｏｄｅｌ．

犇犲犳犻狀犻狋犻狅狀５　Ａｆｕｎｃｔｉｏｎ犐τ，狇，狇（ ）· ｉｓｓａｉｄｔｏ

ｂｅａｃｏｎｓｅｒｖｅｄｑｕａｎｔｉｔｙｏｆａｎｏｎｈｏｌｏｎｏｍｉｃｓｙｓｔｅｍ

ｕｎｄｅｒＥｌＮａｂｕｌｓｉ′ｓｆｒａｃｔｉｏｎａｌｍｏｄｅｌｉｆ

ｄ

ｄτ
犐τ，狇，狇（ ）· ＝０ （５２）

ｉｓａｌｏｎｇａｌｌｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓｏｆｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌ

ａｃｔｉｏｎｌｉｋｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓｏｆｍｏｔｉｏｎｏｆｔｈｅ

ｎｏｎｈｏｌｏｎｏｍｉｃｓｙｓｔｅｍＥｑｓ．（８，１０）．

Ｆｉｎａｌｌｙ，ｏｎｅｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｓｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎ

ｌｉｋｅＮｏｅｔｈｅｒｔｈｅｏｒｅｍｏｆｔｈｅｎｏｎｈｏｌｏｎｏｍｉｃｓｙｓ

ｔｅｍ．

犜犺犲狅狉犲犿３　Ｆｏｒｔｈｅｎｏｎｈｏｌｏｎｏｍｉｃｓｙｓｔｅｍ

Ｅｑｓ．（８，１０），ｉｆｔｈｅｉｎｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ

ｏｆｔｈｅｇｒｏｕｐｉｎＥｑ．（１９）ａｒｅｔｈｅＮｏｅｔｈｅｒｑｕａｓｉ

ｓｙｍｍｅｔｒｉｃｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓｕｎｄｅｒＤｅｆｉｎｉｔｉｏｎ４，

ｔｈｅｓｙｓｔｅｍ ｈａｓ狉ｌｉｎｅａｒｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｃｏｎｓｅｒｖｅｄ

ｑｕａｎｔｉｔｉｅｓ

犐σ＝ 犔ξ
σ
０＋
犔

狇
·
犽
ξ
σ
犽－狇

·
犽ξ
σ（ ）（ ）０ 狋－（ ）τ α－１

＋犌
σ
＝犮

σ

σ＝１，…，狉 （５３）

　　犘狉狅狅犳　Ｓｉｎｃｅｔｈｅｉｎｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌｔｒａｎｓｆｏｒｍａ

ｔｉｏｎｓ ｏｆ ｇｒｏｕｐ ａｒｅ ｔｈｅ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎｌｉｋｅ

Ｎｏｅｔｈｅｒｑｕａｓｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅ

ｓｙｓｔｅｍ，ｂｙＤｅｆｉｎｉｔｉｏｎ２，ｏｎｅｈａｓ

Δ犛＝－
１
（）Γα∫

犫

犪

ｄ

ｄτ
Δ（ ）犌 ｄτ （３４）

Ｅｑ．（３４）ｃａｎａｌｓｏｂｅｗｒｉｔｔｅｎａｓ

１
（）Γα∫

犫

犪
εσ
ｄ

ｄτ
犔ξ

σ
０＋
犔

狇
·
犽
ξ
σ
犽－狇

·
犽ξ
σ（ ）（ ）０ 狋－（ ）τ α－１［｛ ＋

犌σ ］　　＋
犔

狇犽
－
ｄ

ｄτ
犔

狇
·
犽

－
１－α
狋－τ

犔

狇
·（ ）
犽
ξ
σ
犽－狇

·
犽ξ
σ（ ）０ ·

狋－（ ）τ α－１ ｝　　ｄτ＝０ （５４）

Ｓｉｎｃｅｔｈｅｉｎｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓｓａｔｉｓｆｙｔｈｅ

ＡｐｐｅｌｌＣｈｅｔａｅｖｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓＥｑ．（５１），ｏｎｅｈａｓ

１
（）Γα∫

犫

犪
εσλβ

犳β
狇
·
犽
ξ
σ
犽－狇

·
犽ξ
σ（ ）０ ｄτ＝０ （５５）

　　ＡｄｄｉｎｇＥｑ．（５５）ａｎｄＥｑ．（５４）ｔｏｇｅｔｈｅｒ，ｏｎｅ

ｇｅｔｓ

１
（）Γα∫

犫

犪
εσ
ｄ

ｄτ
犔ξ

σ
０＋
犔

狇
·
犽
ξ
σ
犽－狇

·
犽ξ
σ（ ）（ ）０ 狋－（ ）τ α－１［｛ ＋

犌σ ］　　＋
犔

狇犽
－
ｄ

ｄτ
犔

狇
·
犽

－
１－α
狋－τ

犔

狇
·
犽

＋λβ
犳β
狇
·（ ）
犽

·

６８３ ＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｆＮａｎｊｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＡｅｒｏｎａｕｔｉｃｓａｎｄＡｓｔｒｏｎａｕｔｉｃｓ Ｖｏｌ．３２



ξ
σ
犽－狇

·
犽ξ
σ（ ）０ 狋－（ ）τ α－１｝　　ｄτ＝０ （５６）

ＳｕｂｓｔｉｔｕｔｉｎｇＥｑ．（１０）ｉｎｔｏＥｑ．（５６），ａｎｄｃｏｎｓｉｄ

ｅｒｉｎｇｔｈｅｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｃｅｏｆεσ，ｏｎｅｏｂｔａｉｎｓ

ｄ

ｄτ
犔ξ

σ
０＋
犔

狇
·
犽
ξ
σ
犽－狇

·
犽ξ
σ（ ）（ ）０ 狋－（ ）τ α－１

＋犌［ ］σ ＝０
σ＝１，…，狉 （５７）

Ｉｎｔｅｇｒａｔｉｎｇｉｔ，ｏｎｅｏｂｔａｉｎｓＥｑ．（５３），ａｎｄｔｈｅｔｈｅ

ｏｒｅｍｉｓｔｈｕｓｐｒｏｖｅｄ．

Ｔｈｅｏｒｅｍ３ｃａｎｂｅｃａｌｌｅｄｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎ

ｌｉｋｅＮｏｅｔｈｅｒｔｈｅｏｒｅｍｏｆｔｈｅｎｏｎｈｏｌｏｎｏｍｉｃｓｙｓ

ｔｅｍ．Ｂｙｔｈｅｔｈｅｏｒｅｍ，ｏｎｅｃａｎｆｉｎｄａｃｏｎｓｅｒｖｅｄ

ｑｕａｎｔｉｔｙｆｒｏｍａｋｎｏｗｎＮｏｅｔｈｅｒｓｙｍｍｅｔｒｙ．

Ｉｆｔｈｅｎｏｎｈｏｌｏｎｏｍｉｃｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓｄｏｎｏｔｅｘｉｓｔ，

ｔｈｅｎＴｈｅｏｒｅｍ３ｄｅｇｅｎｅｒａｔｅｓｔｏＴｈｅｏｒｅｍ２，ａｎｄｉｆ

ａｔｔｈｅｓａｍｅｔｉｍｅ犌σ＝０ｉｓｓａｔｉｓｆｉｅｄ，Ｔｈｅｏｒｅｍ３

ｄｅｇｅｎｅｒａｔｅｓｔｏＴｈｅｏｒｅｍ１．

犈狓犪犿狆犾犲３　Ｌｅｔｕｓｓｔｕｄｙｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃ

ｔｉｏｎｌｉｋｅＮｏｅｔｈｅｒｓｙｍｍｅｔｒｉｅｓａｎｄｔｈｅｃｏｎｓｅｒｖｅｄ

ｑｕａｎｔｉｔｉｅｓｏｆｔｈｅｎｏｎｈｏｌｏｎｏｍｉｃｓｙｓｔｅｍｄｉｓｃｕｓｓｅｄ

ｉｎＥｘａｍｐｌｅ１．

Ｆｉｒｓｔ，ｏｎｅｔｒｉｅｓｔｏｆｉｎｄｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎ

ｌｉｋｅ Ｎｏｅｔｈｅｒ ｑｕａｓｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ

ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇｔｈｅ ＡｐｐｅｌｌＣｈｅｔａｅｖｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ．Ｔｈｅ

ｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎｌｉｋｅｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＮｏｅｔｈｅｒｉｄｅｎｔｉｔｙ

Ｅｑ．（３６）ｇｉｖｅｓ

狇
·
１ξ
·

１－狇
·
１ξ
·

（ ）０ ＋狇
·
２ξ
·

２－狇
·
２ξ
·

（ ）０ ＋

１

２
狇
·２
１＋狇

·（ ）２２ ξ
·

０＋
１－α
狋－τξ（ ）０ ＝－犌

·

狋－（ ）τ
１－α

（５８）

ａｎｄｔｈｅＡｐｐｅｌｌＣｈｅｔａｅｖｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓＥｑ．（５１）ｇｉｖｅ

ξ１－狇
·
１ξ０＋犫τξ２－狇

·
２ξ（ ）０ ＝０ （５９）

　　Ｅｑｓ．（５８，５９）ｈａｖｅｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

ξ
１
０＝ 狋－（ ）τ

１－α，ξ
１
１＝狇

·
１ 狋－（ ）τ

１－α，ξ
１
２＝狇

·
２ 狋－（ ）τ

１－α

犌１＝－
１

２
狇
·２
１＋狇

·（ ）２２ （６０）

ξ
２
０＝０，ξ

２
１＝－犫τ 狋－（ ）τ

１－α，ξ
２
２＝狋－（ ）τ

１－α

犌２＝犫狇１－ １－（ ）α∫
犫τ狇

·
１－狇

·
２

狋－τ
ｄτ （６１）

ＴｈｅｇｅｎｅｒａｔｏｒｓＥｑｓ．（６０，６１）ａｒｅｂｏｔｈｃｏｒｒｅ

ｓｐｏｎｄｉｎｇｔｏｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎｌｉｋｅ Ｎｏｅｔｈｅｒ

ｑｕａｓｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｎｏｎｈｏｌｏ

ｎｏｍｉｃｓｙｓｔｅｍ．Ｂｙ Ｔｈｅｏｒｅｍ ３，ｔｈｅｃｏｎｓｅｒｖｅｄ

ｑｕａｎｔｉｔｙＥｑ．（５３）ｇｉｖｅｓ

犐１＝０ （６２）

犐２＝－犫τ狇
·
１＋狇

·
２＋犫狇１－（１－

α）∫
犫τ狇

·
１－狇

·
２

狋－τ
ｄτ＝ｃｏｎｓｔ （６３）

Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ｔｈｅｉｎｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｃｏｒｒｅ

ｓｐｏｎｄｉｎｇｔｏｔｈｅｇｅｎｅｒａｔｏｒＥｑ．（６０）ｉｓｔｒｉｖｉａｌ．Ａｎｄ

ｗｈｅｎα＝１，ｔｈｅｃｏｎｓｅｒｖｅｄｑｕａｎｔｉｔｙＥｑ．（６３）ｇｉｖｅｓ

犐＝－犫τ狇
·
１＋狇

·
２＋犫狇１＝ｃｏｎｓｔ （６４）

Ｔｈｉｓｉｓａｃｌａｓｓｉｃａｌｃｏｎｓｅｒｖｅｄｑｕａｎｔｉｔｙ
［３６］．

６　犆狅狀犮犾狌狊犻狅狀狊

Ｉｎｒｅｃｅｎｔｄｅｃａｄｅｓ，ｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌｃａｌｃｕｌｕｓｈａｓ

ｂｅｅｎｓｕｃｃｅｓｓｆｕｌｌｙｕｓｅｄｉｎｖａｒｉｏｕｓｆｉｅｌｄｓｏｆｓｃｉｅｎｃｅ

ａｎｄｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ．Ｉｔｈａｓａｌｓｏｂｅｅｎｕｓｅｄｉｎｄｙｎａｍ

ｉｃｓｍｏｄｅｌｉｎｇｆｏｒａｎｏｎｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｖｅｏｒｄｉｓｓｉｐａｔｉｖｅ

ｓｙｓｔｅｍａｎｄｓｏｏｎ，ｗｈｅｒｅｓｏｍｅｃｏｍｐｌｅｘｐｒｏｂｌｅｍｓ

ｃａｎｂｅｓｏｌｖｅｄｄｉｆｆｉｃｕｌｔｌｙｗｉｔｈｉｎｔｅｇｅｒｏｒｄｅｒｄｅｒｉｖａ

ｔｉｖｅｓ．Ｈｅｒｅｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎｌｉｋｅｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ

ｐｒｏｂｌｅｍｉｓｆｕｒｔｈｅｒｓｔｕｄｉｅｄ，ｂａｓｅｄｕｐｏｎｔｈｅｆｒａｃ

ｔｉｏｎａｌｍｏｄｅｌｉｎｇｐｒｅｓｅｎｔｅｄｂｙ ＥｌＮａｂｕｌｓｉ．Ｔｈｅ

ｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎｌｉｋｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓｏｆｍｏ

ｔｉｏｎｆｏｒｂｏｔｈｈｏｌｏｎｏｍｉｃａｎｄｎｏｎｈｏｌｏｎｏｍｉｃｓｙｓ

ｔｅｍｓａｒｅｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ．Ｔｈｅｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｓａｎｄｃｒｉｔｅｒｉａ

ｏｆｂｏｔｈｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎｌｉｋｅＮｏｅｔｈｅｒｓｙｍｍｅｔｒｉｃ

ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ ａｎｄ Ｎｏｅｔｈｅｒ ｑｕａｓｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃ

ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓａｒｅｇｉｖｅｎ，ａｎｄｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃ

ｔｉｏｎｌｉｋｅＮｏｅｔｈｅｒｔｈｅｏｒｅｍｓｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍｓａｒｅｅｓ

ｔａｂｌｉｓｈｅｄ．Ｔｈｅｐｒｅｓｅｎｔｅｄｍｅｔｈｏｄｓａｎｄｉｔｓｒｅｓｕｌｔｓ

ａｒｅｏｆｕｎｉｖｅｒｓａｌｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｃｅ．Ｔｈｅｙｃａｎｂｅｆｕｒｔｈｅｒ

ａｐｐｌｉｅｄｔｏｖａｒｉｏｕｓｔｙｐｅｓｏｆｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄｍｅｃｈａｎｉｃａｌ

ｓｙｓｔｅｍｓ．ＩｔｉｓｎｏｔｅｗｏｒｔｈｙｔｈａｔｃｌａｓｓｉｃａｌＮｏｅｔｈｅｒ

ｔｈｅｏｒｙｆｏｒｔｈｅｃｉｒｃｕｍｓｔａｎｃｅｏｆｉｎｔｅｇｅｒｏｒｄｅｒｉｓａ

ｓｐｅｃｉａｌｃａｓｅｏｆｔｈｉｓｐａｐｅｒ．

犃犮犽狀狅狑犾犲犱犵犲犿犲狀狋

ＴｈｉｓｗｏｒｋｗａｓｓｕｐｐｏｒｔｅｄｂｙｔｈｅＮａｔｉｏｎａｌＮａｔｕｒａｌＳｃｉ

ｅｎｃｅＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆＣｈｉｎａ（Ｎｏ．１１２７２２２７）．

犚犲犳犲狉犲狀犮犲狊：

［１］　ＰｏｄｌｕｂｎｙＩ．Ｆｒａｃｔｉｏｎａｌｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓ ［Ｍ］．

ＳａｎＤｉｅｇｏ：ＡｃａｄｅｍｉｃＰｒｅｓｓ，１９９９．

［２］　ＨｅｒｒｍａｎｎＲ．Ｆｒａｃｔｉｏｎａｌｃａｌｃｕｌｕｓ：Ａｎｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎｆｏｒ

ｐｈｙｓｉｃｉｓｔｓ［Ｍ］．Ｓｉｎｇａｐｏｒｅ：ＷｏｒｌｄＳｃｉｅｎｔｉｆｉｃ，２０１１．

［３］　ＲｉｅｗｅＦ．ＮｏｎｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｖｅＬａｇｒａｎｇｉａｎａｎｄＨａｍｉｌｔｏ

ｎｉａｎｍｅｃｈａｎｉｃｓ［Ｊ］．ＰｈｙｓｉｃａｌＲｅｖｉｅｗ Ｅ，１９９６，５３

（２）：１８９０１８９９．

［４］　ＲｉｅｗｅＦ．Ｍｅｃｈａｎｉｃｓｗｉｔｈｆｒａｃｔｉｏｎａｌｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓ［Ｊ］．

ＰｈｙｓｉｃａｌＲｅｖｉｅｗＥ，１９９７，５５（３）：３５８１３５９２．
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