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ｎｉｆｉｃａｎｃｅｉｎ ｍａｎｙｆｉｅｌｄｓ，ｓｕｃｈａｓ ｍｅｃｈａｎｉｃｓ，

ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓａｎｄｐｈｙｓｉｃｓ．Ａｄｉａｂａｔｉｃｉｎｖａｒｉａｎｔｗａｓ

ｆｉｒｓｔｐｒｏｐｏｓｅｄｂｙＢｕｒｇｅｒｓｉｎ１９１７
［２８］．Ｆｏｒａｍｅ

ｃｈａｎｉｃａｌｓｙｓｔｅｍ，ｔｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｅｘｉｓｔｉｎｇｉｎｔｈｅｉｎｔｅ

ｇｒａｂｉｌｉｔｙａｎｄｔｈｅｖａｒｉａｔｉｏｎｓｏｆｉｔｓｓｙｍｍｅｔｒｉｅｓａｎｄ

ｉｎｖａｒｉａｎｔｓｕｎｄｅｒｔｈｅａｃｔｉｏｎｏｆｓｍａｌｌｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅｉｓ

ｓｏｉｎｔｉｍａｔｅｔｈａｔｔｈｅｒｅｓｅａｒｃｈｅｓｏｎｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎｔｏ

ｓｙｍｍｅｔｒｙａｎｄａｄｉａｂａｔｉｃｉｎｖａｒｉａｎｔｓａｒｅｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｔ．

Ｈｅｎｃｅ，ｍａｎｙｒｅｓｕｌｔｓａｂｏｕｔｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎｔｏｓｙｍ

ｍｅｔｒｙａｎｄａｄｉａｂａｔｉｃｉｎｖａｒｉａｎｔｓｈａｖｅｂｅｅｎａｃｈｉｅｖｅｄ

ｉｎｒｅｃｅｎｔｙｅａｒｓ
［２９３３］．ＳｉｎｃｅＥｌＮａｂｕｌｓｉ′ｓｆｒａｃｔｉｏｎａｌ

ｍｏｄｅｌａｎｄａｄｉａｂａｔｉｃｉｎｖａｒｉａｎｔｓｈａｖｅｇｒｅａｔｔｈｅｏｒｅｔ

ｉｃａｌａｎｄａｐｐｌｉｅｄｖａｌｕｅｓ，ｂｏｔｈｓｔｉｌｌｄｅｓｅｒｖｅｆｕｒｔｈｅｒ

ａｃａｄｅｍｉｃｒｅｓｅａｒｃｈ．

Ｈｅｒｅ ｗｅｃｏｍｂｉｎｅ ＥｌＮａｂｕｌｓｉ′ｓｆｒａｃｔｉｏｎａｌ

ｍｏｄｅｌｗｉｔｈａｄｉａｂａｔｉｃｉｎｖａｒｉａｎｔｓｆｏｒｔｈｅｄｉｓｔｕｒｂｅｄ

ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＢｉｒｋｈｏｆｆｓｙｓｔｅｍ．Ｅｘａｃｔｉｎｖａｒｉａｎｔｓａｒｅ

ｆｉｒｓｔｌｙｐｒｅｓｅｎｔｅｄｏｎｔｈｅｂａｓｉｓｏｆＥｌＮａｂｕｌｓｉ′ｓｆｒａｃ

ｔｉｏｎａｌＮｏｅｔｈｅｒｔｈｅｏｒｅｍ．Ａｎｄｔｈｅｎａｄｉａｂａｔｉｃｉｎ

ｖａｒｉａｎｔｓｆｏｒｄｉｓｔｕｒｂｅｄｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ＥｌＮａｂｕｌｓｉ′ｓ

ｆｒａｃｔｉｏｎａｌＢｉｒｋｈｏｆｆｓｙｓｔｅｍａｒｅｇｉｖｅｎｂｙｉｎｖｅｓｔｉｇａ

ｔｉｎｇ ｔｈｅ ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ ｔｏ Ｎｏｅｔｈｅｒ ｓｙｍｍｅｔｒｙ．

Ｆｉｎａｌｌｙ，ｔｈｅ ＨｏｊｍａｎＵｒｒｕｔｉａｐｒｏｂｌｅｍ
［２］ｉｓｄｉｓ

ｃｕｓｓｅｄｔｏｉｌｌｕｓｔｒａｔｅｔｈｅａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｏｆｔｈｉｓｍｅｔｈｏｄ

ａｎｄｉｔｓｒｅｓｕｌｔｓ．

１　犖狅犲狋犺犲狉犛狔犿犿犲狋狉犻犮犘犲狉狋狌狉犫犪狋犻狅狀犪狀犱

犃犱犻犪犫犪狋犻犮犐狀狏犪狉犻犪狀狋狊犳狅狉犌犲狀犲狉犪犾

犻狕犲犱犈犾犖犪犫狌犾狊犻′狊犉狉犪犮狋犻狅狀犪犾犅犻狉犽

犺狅犳犳犛狔狊狋犲犿

Ｉｎｔｈｉｓｓｅｃｔｉｏｎ，ｏｎｅｃｏｎｓｉｄｅｒｓｔｈｅａｄｉａｂａｔｉｃ

ｉｎｖａｒｉａｎｔｓｏｆＮｏｅｔｈｅｒｓｙｍｍｅｔｒｉｃｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎａｎｄ

ｇｉｖｅｓｔｈｅｍａｉｎｒｅｓｕｌｔｓｆｏｒｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＥｌＮａｂｕｌｓｉ′ｓ

ｆｒａｃｔｉｏｎａｌＢｉｒｋｈｏｆｆｓｙｓｔｅｍ．Ｆｉｒｓｔｌｙ，ｔｈｅｅｑｕａｔｉｏｎｓ

ｆｏｒｔｈｉｓｓｙｓｔｅｍ ａｒｅｇｉｖｅｎ．Ｔｈｅｎ，ＥｌＮａｂｕｌｓｉ

Ｎｏｅｔｈｅｒｓｙｍｍｅｔｒｉｃｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓａｎｄｃｏｎｓｅｒｖａ

ｔｉｖｅｑｕａｎｔｉｔｉｅｓａｒｅｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ．Ａｆｔｅｒｔｈａｔ，ａｄｉａ

ｂａｔｉｃｉｎｖａｒｉａｎｔｓｏｆＮｏｅｔｈｅｒｓｙｍｍｅｔｒｉｃｐｅｒｔｕｒｂａ

ｔｉｏｎａｒｅｐｒｅｓｅｎｔｅｄ．

１．１　犌犲狀犲狉犪犾犻狕犲犱 犈犾犖犪犫狌犾狊犻犅犻狉犽犺狅犳犳 犳狉犪犮狋犻狅狀犪犾

犲狇狌犪狋犻狅狀狊

Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ＥｌＮａｂｕｌｓｉＢｉｒｋｈｏｆｆ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ

ｅｑｕａｔｉｏｎｓｈａｖｅｔｈｅｆｏｒｍ
［２７］

犚ν

犪μ
－
犚μ
犪（ ）ν 犪ν－犅犪μ－

犚μ
τ
＝

－Λμ＋
１－α
狋－τ

犚μ （１）

ｗｈｅｒｅ犪ν＝
ｄ犪ν

ｄτ
，０＜α≤１，τｉｓｔｈｅｉｎｔｒｉｎｓｉｃｔｉｍｅ，

狋ｔｈｅｏｂｓｅｒｖｅｒｔｉｍｅ，τ≠狋，ａｎｄ犅＝犅τ，（ ）犪 ｔｈｅ

Ｂｉｒｋｈｏｆｆｉａｎ．犚μ＝犚μτ，（ ）犪 ｉｓｔｈｅＢｉｒｋｈｏｆｆ′ｓｆｕｎｃ

ｔｉｏｎ，ａｎｄΛμ ＝Λμτ，（ ）犪 ｔｈｅａｄｄｉｔｉｏｎａｌｉｔｅｍｓ．

Ｂｏｔｈｏｆｔｈｅｍａｒｅ犆２ｆｕｎｃｔｉｏｎｓｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏａｌｌ

ｔｈｅｉｒａｒｇｕｍｅｎｔｓ，μ，ν＝１，２，…，２狀．

Ｉｆα＝１，Ｅｑｓ．（１）ｒｅｄｕｃｅｔｏｔｈｅｓｔａｎｄａｒｄｇｅｎ

ｅｒａｌｉｚｅｄＢｉｒｋｈｏｆｆｅｑｕａｔｉｏｎｓ．ＩｆΛμ＝０，Ｅｑｓ．（１）ｒｅ

ｄｕｃｅｔｏｔｈｅＥｌＮａｂｕｌｓｉＢｉｒｋｈｏｆｆｆｒａｃｔｉｏｎａｌｅｑｕａ

ｔｉｏｎｓ．

１．２　犈犾犖犪犫狌犾狊犻犖狅犲狋犺犲狉 狊狔犿犿犲狋狉犻犮 狋狉犪狀狊犳狅狉犿犪

狋犻狅狀狊犪狀犱犮狅狀狊犲狉狏犪狋犻狏犲狇狌犪狀狋犻狋犻犲狊

ＴｈｅＥｌＮａｂｕｌｓｉＰｆａｆｆａｃｔｉｏｎｈａｓｔｈｅｆｏｒｍ
［２６］

犛（）犪 ＝
１
（）Γα∫

狋
２

狋
１

犚μ τ，（ ）犪犪［ μ －

犅τ，（ ）］犪 狋－（ ）τ α－１ｄτ （２）

Ｃｈｏｏｓｅｔｈｅｉｎｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓｏｆ

狉ｐａｒａｍｅｔｅｒｆｉｎｉｔｅｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｇｒｏｕｐｏｆτａｎｄ

犪μａｓ

２２４ ＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｆＮａｎｊｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＡｅｒｏｎａｕｔｉｃｓａｎｄＡｓｔｒｏｎａｕｔｉｃｓ Ｖｏｌ．３２



珋τ＝τ＋Δτ，珔犪μ珋（）τ ＝犪μ（）τ ＋Δ犪μ （３）

ａｎｄｔｈｅｉｒｅｘｐａｎｄｉｎｇｆｏｒｍｓａｒｅ

　　珋τ＝τ＋εσξ
σ
０τ，（ ）犪

珔犪μ珋（）τ ＝犪μ（）τ ＋εσξ
σ
μτ，（ ）犪 　

（４）

ｗｈｅｒｅεσσ＝１，２，…，（ ）狉 ａｒｅｔｈｅｉｎｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌ

ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ，ａｎｄξ
σ
０，ξ

σ
μｔｈｅｉｎｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌｇｅｎｅｒａ

ｔｏｒｓｏｆｔｈｅｉｎｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ．

ＴｈｅｂａｓｉｃｆｏｒｍｕｌａｆｏｒｔｈｅｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆＥｌ

ＮａｂｕｌｓｉＰｆａｆｆａｃｔｉｏｎ
［２６］ｃａｎｂｅｏｂｔａｉｎｅｄｂｙｔｈｅ

ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓＥｑ．（４）

Δ犛＝
１
（）Γα∫

狋
２

狋
１

εσ
ｄ

ｄτ
犚μξ

σ
μ－犅ξ

σ（ ）［ ０｛ ×

狋－（ ）τ α－ ］１ ＋
犚ν

犪μ
－
犚μ
犪（ ）ν 犪［ ν

－

犅

犪μ
－
犚μ
τ
－
１－α
狋－τ

犚 ］μ 狋－（ ）τ α－１
×

ξ
σ
μ－
犪μξ

σ（ ）｝０ ｄτ （５）

　　Ｉｆｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｆｏｒｍｕｌａ
［２７］

Δ犛＝－
１
（）Γα∫

狋
２

狋
１

Λμ狋－（ ）τ α－１
δ犪μｄτ

ｈｏｌｄｓｆｏｒｅａｃｈｏｆｔｈｅｉｎｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌｔｒａｎｓｆｏｒｍａ

ｔｉｏｎｓ，ｔｈｅｉｎｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓａｒｅｃａｌｌｅｄ

ｔｈｅ ＥｌＮａｂｕｌｓｉＮｏｅｔｈｅｒｓｙｍｍｅｔｒｉｃｔｒａｎｓｆｏｒｍａ

ｔｉｏｎｓ．ＡｎｄｏｎｅｃａｎｖｅｒｉｆｙｔｈｅＥｌＮａｂｕｌｓｉＮｏｅｔｈｅｒ

ｓｙｍｍｅｔｒｙｆｏｒｔｈｅｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＥｌＮａｂｕｌｓｉ′ｓｆｒａｃ

ｔｉｏｎａｌＢｉｒｋｈｏｆｆｓｙｓｔｅｍ．

Ｉｆ

Δ犛＝ －
１
（）Γα∫

狋
２

狋
１

ｄ

ｄτ
Δ（ ）犌［ ＋

Λμ狋－（ ）τ α－１
δ犪 ］μ ｄτ

ｗｈｅｒｅ犌＝犌τ，（ ）犪 ，ｔｈｅｎｔｈｅｉｎｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌｔｒａｎｓ

ｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ ａｒｅ ｃａｌｌｅｄ ｔｈｅ ＥｌＮａｂｕｌｓｉＮｏｅｔｈｅｒ

ｑｕａｓｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ．Ｓｉｍｉｌａｒｌｙ，ｏｎｅ

ｃａｎｖｅｒｉｆｙｔｈｅＥｌＮａｂｕｌｓｉＮｏｅｔｈｅｒｑｕａｓｉｓｙｍｍｅ

ｔｒｙｆｏｒｔｈｅｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ＥｌＮａｂｕｌｓｉ′ｓｆｒａｃｔｉｏｎａｌ

Ｂｉｒｋｈｏｆｆｓｙｓｔｅｍ．

ＦｏｒｔｈｅｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＥｌＮａｂｕｌｓｉ′ｓｆｒａｃｔｉｏｎａｌ

Ｂｉｒｋｈｏｆｆｓｙｓｔｅｍ，ｉｆｔｈｅｉｎｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌｔｒａｎｓｆｏｒｍａ

ｔｉｏｎｓｏｆｇｒｏｕｐ （４）ｓａｔｉｓｆｙｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｃｏｎｄｉ

ｔｉｏｎｓ
［２７］

犚μ
τ
犪μ－

犅

（ ）τξσ０＋
犚μ
犪

ν
犪μ－

犅

犪（ ）ν ξσν＋
犚μ

ξ
σ
μ－
犪μξ

σ（ ）０ ＋ 犚μ
犪μ－（ ）犅

　

　

ξ
σ
０（ ＋

１－α
狋－τξ

σ）０ ＋Λμξσμ－犪μξσ（ ）０ ＝

－犌
σ狋－（ ）τ

１－α
　σ＝１，２，…，狉 （６）

Ｔｈｅｎｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔ狉ｌｉｎｅａｒｌｙｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｃｏｎｓｅｒｖａ

ｔｉｖｅｑｕａｎｔｉｔｉｅｓ

犐σ＝ 犚μξ
σ
μ－犅ξ

σ（ ）０ 狋－（ ）τ α－１
＋犌

σ
＝犮

σ

σ＝１，２，…，狉 （７）

　　Ｗｈｅｎα＝１，ｏｎｅｃａｎａｔｔａｉｎＮｏｅｔｈｅｒｓｙｍｍｅ

ｔｒｙ，Ｎｏｅｔｈｅｒｑｕａｓｉｓｙｍｍｅｔｒｙａｎｄｔｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄ

ｉｎｇｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｖｅｑｕａｎｔｉｔｉｅｓｆｏｒｔｈｅｓｔａｎｄａｒｄｇｅｎｅｒ

ａｌｉｚｅｄＢｉｒｋｈｏｆｆｓｙｓｔｅｍ．ＷｈｅｎΛμ＝０，ｏｎｅｃａｎｏｂ

ｔａｉｎｔｈｅＥｌＮａｂｕｌｓｉＮｏｅｔｈｅｒｓｙｍｍｅｔｒｙ，ｔｈｅＥｌ

ＮａｂｕｌｓｉＮｏｅｔｈｅｒｑｕａｓｉｓｙｍｍｅｔｒｙａｎｄｔｈｅｃｏｒｒｅ

ｓｐｏｎｄｉｎｇ ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｖｅ ｑｕａｎｔｉｔｉｅｓ ｆｏｒ ｔｈｅ Ｅｌ

Ｎａｂｕｌｓｉ′ｓｆｒａｃｔｉｏｎａｌＢｉｒｋｈｏｆｆｓｙｓｔｅｍ．

１．３　犖狅犲狋犺犲狉狊狔犿犿犲狋狉犻犮狆犲狉狋狌狉犫犪狋犻狅狀犪狀犱犪犱犻犪犫犪

狋犻犮犻狀狏犪狉犻犪狀狋狊

Ｎｏｅｔｈｅｒｓｙｍｍｅｔｒｉｃｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎｄｏｅｓｎｏｔａｌ

ｗａｙｓｌｅａｄｔｏａｄｉａｂａｔｉｃｉｎｖａｒｉａｎｔｓ．Ｉｎｔｈｅｓｅｑｕｅｌ，

ｏｎｅｐｒｅｓｅｎｔｓｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｕｎｄｅｒｗｈｉｃｈＮｏｅｔｈｅｒ

ｓｙｍｍｅｔｒｉｃｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎｃａｎｉｍｐｌｙａｄｉａｂａｔｉｃｉｎｖａｒ

ｉａｎｔｓ．

犇犲犳犻狀犻狋犻狅狀
［３２］
　Ｉｆ犐狕＝犐狕τ，犪

ν，（ ）ε ｉｓａｐｈｙｓｉ

ｃａｌｑｕａｎｔｉｔｙｆｏｒａｍｅｃｈａｎｉｃａｌｓｙｓｔｅｍｉｎｃｌｕｄｉｎｇεｉｎ

ｗｈｉｃｈｔｈｅｈｉｇｈｅｓｔｐｏｗｅｒｉｓ狕，ａｎｄｉｔｓｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ

ｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏτｉｓｉｎｄｉｒｅｃｔｐｒｏｐｏｒｔｉｏｎｔｏε
狕＋１，

ｔｈｅｎ犐狕ｉｓｃａｌｌｅｄａ狕ｔｈｏｒｄｅｒａｄｉａｂａｔｉｃｉｎｖａｒｉａｎｔｓ

ｏｆｔｈｅｍｅｃｈａｎｉｃａｌｓｙｓｔｅｍ．

Ｓｐｅｃｉａｌｌｙ，ｗｈｅｎ狕＝０，ｏｎｅｃａｎｇｅｔｅｘａｃｔｉｎ

ｖａｒｉａｎｔｓ．Ｈｅｎｃｅ

犜犺犲狅狉犲犿１　Ｉｆξ
σ０
０，ξ

σ０
μｓａｔｉｓｆｙＥｑｓ．（６）ｆｏｒｔｈｅ

ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＥｌＮａｂｕｌｓｉ′ｓｆｒａｃｔｉｏｎａｌＢｉｒｋｈｏｆｆｓｙｓ

ｔｅｍ，ｔｈｅｎｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｅｘａｃｔｉｎｖａｒｉａｎｔｓ

犚μξ
σ０
μ －犅ξ

σ０（ ）０ 狋－（ ）τ α－１
＋犌

σ０
＝犮

σ０

σ＝１，２，…，狉 （８）

　　Ｓｕｐｐｏｓｅｔｈａｔｔｈｅ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｄ ＥｌＮａｂｕｌｓｉ′ｓ

ｆｒａｃｔｉｏｎａｌＢｉｒｋｈｏｆｆｓｙｓｔｅｍｉｓｐｅｒｔｕｒｂｅｄｂｙｓｍａｌｌ

ｑｕａｎｔｉｔｉｅｓε犙μ．Ｔｈｅｎｔｈｅｍｏｔｉｏｎｅｑｕａｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅ

ｓｙｓｔｅｍｂｅｃｏｍｅ

犚ν

犪μ
－
犚μ
犪（ ）ν 犪ν－犅犪μ－

犚μ
τ
＝

－Λμ＋
１－α
狋－τ

犚μ＋ε犙μ （９）

　　Ｕｎｄｅｒｔｈｅａｃｔｉｏｎｏｆｓｍａｌｌｆｏｒｃｅｓｏｆｐｅｒｔｕｒｂａ

ｔｉｏｎε犙μ，ｔｈｅｐｒｅｖｉｏｕｓｓｙｍｍｅｔｒｉｅｓａｎｄｉｎｖａｒｉａｎｔｓ

ｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍ ｍａｙｖａｒｙ．Ａｓｓｕｍｅｔｈａｔｔｈｅｐｅｒ

ｔｕｒｂｅｄｇｅｎｅｒａｔｏｒｓξ
σ
０，ξ

σ
μ σ＝１，２，…，（ ）狉 ｏｆｉｎ

ｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓａｒｅｓｍａｌｌｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ

３２４Ｎｏ．４ ＳｏｎｇＣｈｕａｎｊｉｎｇ，ｅｔａｌ．ＰｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎｔｏＮｏｅｔｈｅｒＳｙｍｍｅｔｒｉｅｓａｎｄＡｄｉａｂａｔｉｃＩｎｖａｒｉａｎｔｓ…



ｏｎｔｈｅｂａｓｉｓｏｆｔｈｅｇｅｎｅｒａｔｏｒｓｏｆｓｙｍｍｅｔｒｉｃｔｒａｎｓ

ｆｏｒｍａｔｉｏｎｓｏｆａｎｕｎｐｅｒｔｕｒｂｅｄｓｙｓｔｅｍ，ｔｈｅｎｏｎｅ

ｈａｓ

ξ
σ
０＝ξ

σ０
０ ＋εξ

σ１
０ ＋ε

２

ξ
σ２
０ ＋…

ξ
σ
μ＝ξ

σ０
μ ＋εξ

σ１
μ ＋ε

２

ξ
σ２
μ ＋…

　　Ｉｎｔｈｅｍｅａｎｗｈｉｌｅ，ｄｕｅｔｏｔｈｅｓｍａｌｌｐｅｒｔｕｒｂａ

ｔｉｏｎ，ｏｎｅａｌｓｏｈａｓ

犌σ＝犌
σ０
＋ε犌

σ１
＋ε

２犌σ２＋…

　　犜犺犲狅狉犲犿２　ＦｏｒｔｈｅｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＥｌＮａｂｕｌｓｉ′ｓ

ｆｒａｃｔｉｏｎａｌＢｉｒｋｈｏｆｆｓｙｓｔｅｍｄｉｓｔｕｒｂｅｄｂｙｓｍａｌｌｆｏｒｃｅｓ

ｏｆｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎε犙μ，ｉｆｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ 犌
σ犿
τ，（ ）犪

犿＝０，１，２（ ），… ｓｕｃｈｔｈａｔｔｈｅｇｅｎｅｒａｔｏｒｓξ
σ犿
０ （τ，犪），

ξ
σ犿
μ τ，（ ）犪 ｏｆｔｈｅｉｎｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ

ｓａｔｉｓｆｙ

犚μ
τ
犪μ－

犅

（ ）τξσ犿０ ＋
犚μ
犪

ν
犪μ－

犅

犪（ ）ν ×
ξ
σ犿
ν ＋犚μ


ξ
σ犿
μ －
犪μξ

σ犿（ ）０ ＋ 犚μ
犪μ－（ ）犅 ×


ξ
σ犿
０ ＋

１－α
狋－τξ

σ犿（ ）０ ＋Λμξ
σ犿
μ －
犪μξ

σ犿（ ）０ －

犙μξ
σ（犿－１）

μ －犪μξ
σ（犿－１）（ ）０ ＝

－犌
σ犿 狋－（ ）τ

１－α （１０）

ＴｈｅｎｔｈｅｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＥｌＮａｂｕｌｓｉ′ｓｆｒａｃｔｉｏｎａｌＢｉｒｋ

ｈｏｆｆｓｙｓｔｅｍｈａｓｔｈｅ狕ｔｈｏｒｄｅｒａｄｉａｂａｔｉｃｉｎｖａｒｉａｎｔｓ

犐σ狕＝∑
狕

犿＝０

ε
犿 犚μξ

σ犿
μ －犅ξ

σ犿（ ）０［ ×

狋－（ ）τ α－１
＋犌

σ ］犿 （１１）

ｗｈｅｒｅｏｎｅｓｅｔｓξ
σ（犿－１）

μ ＝ξ
σ（犿－１）
０ ＝０，ｗｈｅｎ犿＝０．

犘狉狅狅犳　Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｔｉｎｇ犐
σ
狕 ｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏτ，

ａｎｄｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇＥｑｓ．（９，１０），ｏｎｅｈａｓ

ｄ

ｄτ
犐σ狕＝∑

狕

犿＝０

ε
犿 犚μ
τ
＋
犚μ
犪

ν
犪（ ）ν ξσ犿μ［ ＋

犚μ

ξ
σ犿
μ －

犅

τ
＋
犅

犪
ν
犪（ ）ν ξσ犿０ －犅ξσ犿０ ＋

犚μξ
σ犿
μ －犅ξ

σ犿（ ）０
１－α
狋－τ

＋

犌σ犿

狋－（ ）τ α－ ］１ 狋－（ ）τ α－１
＝

狋－（ ）τ α－１

∑
狕

犿＝０

ε
犿 犚μ
τ
＋
犚μ
犪

ν
犪（ ）ν ξσ犿μ［ －

犅

犪
ν
犪νξ

σ犿
０ ＋

１－α
狋－τ

犚μξ
σ犿
μ －

犚μ
τ
犪μξ

σ犿
０ －

犚μ
犪

ν
犪μ－

犅

犪（ ）ν ξσ犿ν －１－α狋－τ
犚μ
犪μξ

σ犿
０ －

Λμξ
σ犿
μ －
犪μξ

σ犿（ ）０ ＋犙μξ
σ（犿－１）

μ
（ －

犪μξ
σ（犿－１））］０ ＝狋－（ ）τ α－１

∑
狕

犿＝０

ε
犿 １－α
狋－τ

犚μ＋
犅

犪［ μ｛ ＋

犚μ
τ
－
犚ν

犪μ
－
犚μ
犪（ ）ν 犪ν－Λ ］μ ×

ξ
σ犿
μ －
犪μξ

σ犿（ ）０ －
犚ν

犪μ
－
犚μ
犪（ ）ν 犪ν犪μξσ犿０ ＋

犙μξ
σ（犿－１）

μ －犪μξ
σ（犿－１）（ ）０ ｝　　＝

狋－（ ）τ α－１

∑
狕

犿＝０

ε
犿
－ε犙μξ

σ犿
μ －
犪μξ

σ犿（ ）０［ ＋

犙μξ
σ（犿－１）

μ －犪μξ
σ（犿－１）（ ）］０ ＝

－ε
狕＋１犙μξ

σ狕
μ －
犪μξ

σ狕（ ）０
狋－（ ）τ

１－α
（１２）

Ｈｅｎｃｅ，犐σ狕 σ＝１，２，…，（ ）狉 ａｒｅｔｈｅ狕ｔｈｏｒｄｅｒ

ａｄｉａｂａｔｉｃｉｎｖａｒｉａｎｔｓｆｏｒｔｈｅｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＥｌＮａｂｕｌ

ｓｉ′ｓｆｒａｃｔｉｏｎａｌＢｉｒｋｈｏｆｆｓｙｓｔｅｍ．

Ａｓｓｐｅｃｉａｌｃａｓｅｓ，ｏｎｅｃａｎａｌｓｏｏｂｔａｉｎｔｈｅｆｏｌ

ｌｏｗｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓ．

犜犺犲狅狉犲犿３
［３２］
　Ｆｏｒｔｈｅｓｔａｎｄａｒｄｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ

Ｂｉｒｋｈｏｆｆｓｙｓｔｅｍｄｉｓｔｕｒｂｅｄｂｙｓｍａｌｌｆｏｒｃｅｓｏｆｐｕｒｔ

ｅｒｂａｔｉｏｎε犙μ，ｉｆｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓ犌
σ犿
τ，（ ）犪 ｓｕｃｈｔｈａｔ

ｔｈｅｇｅｎｅｒａｔｏｒｓξ
σ犿
０ τ，（ ）犪 ，ξ

σ犿
μ τ，（ ）犪 ｏｆｔｈｅｉｎｆｉｎｉ

ｔｅｓｉｍａｌｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓｓａｔｉｓｆｙ

犚μ
τ
犪μ－

犅

（ ）τξσ犿０ ＋
犚μ
犪

ν
犪μ－

犅

犪（ ）ν ×
ξ
σ犿
ν ＋犚μ


ξ
σ犿
μ －
犪μξ

σ犿（ ）０ ＋ 犚μ
犪μ（ －

）犅ξ
σ犿
０ －犙μξ

σ（犿－１）

μ －犪μξ
σ（犿－１）（ ）０ ＋

Λμξ
σ犿
μ －
犪μξ

σ犿（ ）０ ＝－犌
σ犿 （１３）

ＴｈｅｎｔｈｅｓｔａｎｄａｒｄｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＢｉｒｋｈｏｆｆｓｙｓｔｅｍ

ｈａｓｔｈｅ狕ｔｈｏｒｄｅｒａｄｉａｂａｔｉｃｉｎｖａｒｉａｎｔｓ

犐σ狕＝∑
狕

犿＝０

ε
犿 犚μξ

σ犿
μ －犅ξ

σ犿
０ ＋犌

σ（ ）犿 （１４）

ｗｈｅｒｅｏｎｅｓｅｔｓξ
σ（犿－１）

μ ＝ξ
σ（犿－１）
０ ＝０，ｗｈｅｎ犿＝０．

犜犺犲狅狉犲犿４
［３３］
　ＦｏｒｔｈｅＥｌＮａｂｕｌｓｉ′ｓｆｒａｃｔｉｏｎ

ａｌＢｉｒｋｈｏｆｆｓｙｓｔｅｍｄｉｓｔｕｒｂｅｄｂｙｓｍａｌｌｆｏｒｃｅｓｏｆｐｅｒ

ｔｕｒｂａｔｉｏｎ ε犙μ， ｉｆ ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ 犌σ犿 τ，（ ）犪

犿＝０，１，２（ ），… ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｇｅｎｅｒａｔｏｒｓ

ξ
σ犿
０ τ，（ ）犪 ，ξ

σ犿
μ τ，（ ）犪 ｏｆｔｈｅｉｎｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌｔｒａｎｓ

ｆｏｒｍａｔｉｏｎｓｓａｔｉｓｆｙ

犚μ
τ
犪μ－

犅

（ ）τξσ犿０ ＋
犚μ
犪

ν
犪μ－

犅

犪（ ）ν ×
ξ
σ犿
ν ＋犚μ


ξ
σ犿
μ －
犪μξ

σ犿（ ）０ ＋ 犚μ
犪μ－（ ）犅 ×


ξ
σ犿
０ ＋

１－α
狋－τξ

σ犿（ ）０ －犙μξ
σ（犿－１）

μ
（ －

犪μξ
σ（犿－１））０ ＝－犌

σ犿 狋－（ ）τ
１－α （１５）

ＴｈｅｎｔｈｅＥｌＮａｂｕｌｓｉ′ｓｆｒａｃｔｉｏｎａｌＢｉｒｋｈｏｆｆｓｙｓｔｅｍ

ｈａｓｔｈｅ狕ｔｈｏｒｄｅｒａｄｉａｂａｔｉｃｉｎｖａｒｉａｎｔｓ

犐σ狕＝∑
狕

犿＝０

ε
犿 犚μξ

σ犿
μ －犅ξ

σ犿（ ）０［ ×

狋－（ ）τ α－１
＋犌

σ ］犿 （１６）

４２４ ＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｆＮａｎｊｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＡｅｒｏｎａｕｔｉｃｓａｎｄＡｓｔｒｏｎａｕｔｉｃｓ Ｖｏｌ．３２



ｗｈｅｒｅｏｎｅｓｅｔｓξ
σ（犿－１）

μ ＝ξ
σ（犿－１）
０ ＝０，ｗｈｅｎ犿＝０．

２　犃狀犐犾犾狌狊狋狉犪狋犻狏犲犈狓犪犿狆犾犲

Ｃｏｎｓｉｄｅｒ ａ ｆｏｕｒｔｈ ｏｒｄｅｒ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ Ｅｌ

Ｎａｂｕｌｓｉ′ｓｆｒａｃｔｉｏｎａｌＢｉｒｋｈｏｆｆｓｙｓｔｅｍ，ｗｈｏｓｅＢｉｒｋ

ｈｏｆｆｉａｎ，Ｂｉｒｋｈｏｆｆ′ｓｆｕｎｃｔｉｏｎｓａｎｄｔｈｅａｄｄｉｔｉｏｎａｌ

ｉｔｅｍｓａｒｅ

犅＝
１

２
犪（ ）３ ２

＋２犪
２犪３－ 犪（ ）［ ］４ ２

犚１＝犪
２
＋犪

３，犚２＝０，犚３＝犪
４

犚４＝０，Λ１＝Λ２＝Λ４＝０

Λ３＝犪
１
＋犪

２
＋犪

４ （１７）

　　Ａｓａｎｅｘａｍｐｌｅ
［２］，ｏｎｅｔｒｉｅｓｔｏｓｔｕｄｙｉｔｓ

Ｎｏｅｔｈｅｒｓｙｍｍｅｔｒｉｃａｌｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎａｎｄａｄｉａｂａｔｉｃ

ｉｎｖａｒｉａｎｔｓ．

Ａｓｓｕｍｅｔｈａｔξ
０
０，ξ

０

μ
，ａｎｄ犌０ｓａｔｉｓｆｙＥｑｓ．（６），

ｔｈａｔｉｓ，

犪１－犪（ ）３ ξ
０
２＋ 犪

１
－犪

３
－犪（ ）２ ξ

０
３＋

犪３＋犪（ ）４ ξ
０
４＋ 犪

２
＋犪（ ）３ 

ξ
０
１（ －

犪１ξ）
０
０ ＋犪

４
ξ
０
３－犪

３
ξ（ ）００ ＋ 犪

２犪１（ ＋

犪３犪１＋犪
４犪３－ ）犅 

ξ
０
０＋
１－α
狋－τξ（ ）００ ＋

犪１＋犪
２
＋犪（ ）４ ξ

０
３－犪

３

ξ（ ）００ ＝

－犌
０狋－（ ）τ

１－α （１８）

　　Ｅｑ．（１８）ｈａｓｏｎｅｓｏｌｕｔｉｏｎ

ξ
０
０＝０，ξ

０
１＝１，ξ

０
２＝狋－（ ）τ

１－α

ξ
０
３＝０，ξ

０
４＝狋－（ ）τ

１－α，犌０＝１
（１９）

Ｈｅｎｃｅ，ｏｎｅｃａｎｏｂｔａｉｎａｎｅｘａｃｔｉｎｖａｒｉａｎｔｆｒｏｍ

Ｔｈｅｏｒｅｍ１

犐０＝ 犪
２
＋犪（ ）３ 狋－（ ）τ α－１

＋１＝ｃｏｎｓｔ （２０）

　　ＷｈｅｎｔｈｅｓｙｓｔｅｍｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｔｏＥｑ．（１７）

ｉｓｄｉｓｔｕｒｂｅｄｂｙ

ε犙１＝ε 犪（ ）１ ２
＋犪

４犪１－犪（ ）［ ］２

　ε犙２＝０，ε犙３＝ε犪
１，ε犙４＝０

（２１）

　　ＦｒｏｍＥｑｓ．（１０），ｏｎｅｈａｓ

犪１－犪（ ）３ ξ
１
２＋ 犪

１
－犪

３
－犪（ ）２ ξ

１
３＋

犪３＋犪（ ）４ ξ
１
４＋ 犪

２
＋犪（ ）３ 

ξ
１
１（ －

犪１ξ）
１
０ ＋犪

４
ξ
１
３－犪

３
ξ（ ）１０ ＋ 犪

２犪１（ ＋

犪３犪１＋犪
４犪３－ ）犅 

ξ
１
０＋
１－α
狋－τξ（ ）１０ ＋

犪１＋犪
２
＋犪（ ）４ ξ

１
３－犪

３

ξ（ ）１０ － 犪（ ）１ ２［ ＋

犪４犪１－犪（ ）］２

ξ
０
１－犪

１

ξ（ ）００ －犪
１

ξ
０
３（ －

犪３ξ）
０
０ ＝－犌

１狋－（ ）τ
１－α （２２）

　　Ｅｑ．（２２）ｈａｓａｓｏｌｕｔｉｏｎ

ξ
１
０＝０，ξ

１
１＝犪

３，ξ
１
２＝犪

２

ξ
１
３＝犪

１，ξ
１
４＝犪

２，犌１＝１ （２３）

　　ＵｓｉｎｇＴｈｅｏｒｅｍ２，ｏｎｅｃａｎｏｂｔａｉｎｔｈｅｆｉｒｓｔ

ｏｒｄｅｒａｄｉａｂａｔｉｃｉｎｖａｒｉａｎｔａｓｆｏｌｌｏｗｓ

犐１＝ 犪
２
＋犪（ ）３ 狋－（ ）τ α－１

＋

１＋ε 犪２＋犪（ ）３ 犪３［｛ ＋

犪１犪 ］４ 狋－（ ）τ α－１
＋ ｝１ （２４）

　　Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ，ｔｈｅｈｉｇｈｅｒｏｒｄｅｒａｄｉａｂａｔｉｃｉｎ

ｖａｒｉａｎｔｓｃａｎａｌｓｏｂｅｏｂｔａｉｎｅｄ．

３　犆狅狀犮犾狌狊犻狅狀狊

Ｎｏｅｔｈｅｒｓｙｍｍｅｔｒｉｃｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎａｎｄａｄｉａｂａｔ

ｉｃｉｎｖａｒｉａｎｔｓｆｏｒｔｈｅｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＥｌＮａｂｕｌｓｉ′ｓｆｒａｃ

ｔｉｏｎａｌＢｉｒｋｈｏｆｆｓｙｓｔｅｍａｒｅｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄ．Ｂａｓｅｄｏｎ

ｉｎｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ，ｔｈｅｅｘａｃｔｉｎｖａｒｉａｎｔｓ

ａｒｅｇｉｖｅｎｆｏｒｔｈｅｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＥｌＮａｂｕｌｓｉ′ｓｆｒａｃ

ｔｉｏｎａｌＢｉｒｋｈｏｆｆｓｙｓｔｅｍ．Ｔｈｅｎｔｈｅａｄｉａｂａｔｉｃｉｎｖａｒｉ

ａｎｔｓｏｆＮｏｅｔｈｅｒｓｙｍｍｅｔｒｉｃｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎｆｏｒｔｈｅ

ｄｉｓｔｕｒｂｅｄｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＥｌＮａｂｕｌｓｉ′ｓｆｒａｃｔｉｏｎａｌＢｉｒｋ

ｈｏｆｆｓｙｓｔｅｍａｒｅｏｂｔａｉｎｅｄ．Ｔｈｅａｄｉａｂａｔｉｃｉｎｖａｒｉａｎｔｓ

ｏｆＮｏｅｔｈｅｒｓｙｍｍｅｔｒｉｃｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎｆｏｒｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ

ＥｌＮａｂｕｌｓｉ′ｓｆｒａｃｔｉｏｎａｌＢｉｒｋｈｏｆｆｓｙｓｔｅｍａｒｅｆｉｒｓｔ

ｓｔｕｄｉｅｄ．Ａｎｄ ｔｈｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｒｅｓｕｌｔｓ ｃｏｍｐｒｉｓｅｓ

Ｅｑ．（９）ｏｆｄｉｓｔｕｒｂｅｄｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＥｌＮａｂｕｌｓｉ′ｓｆｒａｃ

ｔｉｏｎａｌＢｉｒｋｈｏｆｆｓｙｓｔｅｍ，Ｅｑ．（１０）ｏｆＮｏｅｔｈｅｒｓｙｍ

ｍｅｔｒｉｃｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎａｎｄＴｈｅｏｒｅｍ２．Ｔｈｅｓｅｒｅ

ｓｕｌｔｓｐｒｅｓｅｎｔｔｈｅｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎａｎｄａｄｉａｂａｔｉｃｉｎｖａｒ

ｉａｎｔｓｆｏｒｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＥｌＮａｂｕｌｓｉ′ｓｆｒａｃｔｉｏｎａｌＢｉｒｋ

ｈｏｆｆｓｙｓｔｅｍ．Ｓｉｎｃｅｆｅｗｒｅｓｅａｒｃｈｅｓａｒｅａｂｏｕｔｐｅｒ

ｔｕｒｂａｔｉｏｎｏｆＢｉｒｋｈｏｆｆｓｙｓｔｅｍｄｕｅｔｏｉｔｓｃｏｍｐｌｅｘｉ

ｔｙ，ｍｏｒｅｓｕｃｈｗｏｒｋｃａｎｂｅｄｏｎｅｉｎｄｅｐｔｈ．Ｍｏｒｅｏ

ｖｅｒ，ｂａｓｅｄｏｎｓｏｍｅｋｎｏｗｎｒｅｓｕｌｔｓ
［３，３４］，ｉｔｉｓｃｏｎ

ｓｉｄｅｒｅｄｔｈａｔｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｓｆｏｒｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ

ＥｌＮａｂｕｌｓｉ′ｓｆｒａｃｔｉｏｎａｌＢｉｒｋｈｏｆｆｓｙｓｔｅｍａｌｓｏｄｅ

ｓｅｒｖｅｆｕｒｔｈｅｒｓｔｕｄｙ．

犃犮犽狀狅狑犾犲犱犵犲犿犲狀狋狊

ＴｈｉｓｗｏｒｋｗａｓｓｕｐｐｏｒｔｅｄｂｙｔｈｅＮａｔｉｏｎａｌＮａｔｕｒａｌＳｃｉ

ｅｎｃｅＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆＣｈｉｎａ（Ｎｏｓ．１０９７２１５１，１１２７２２２７）ａｎｄ

ｔｈｅＩｎｎｏｖａｔｉｏｎＰｒｏｇｒａｍｆｏｒＳｃｉｅｎｔｉｆｉｃＲｅｓｅａｒｃｈｏｆＮａｎｊｉｎｇ

ＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ．

犚犲犳犲狉犲狀犮犲狊：

［１］　ＢｉｒｋｈｏｆｆＧＤ．Ｄｙｎａｍｉｃａｌｓｙｓｔｅｍｓ［Ｍ］．Ｐｒｏｖｉｄｅｎｃｅ，

ＵＳＡ：ＡＭＳＣｏｌｌｅｇｅＰｕｂｌｉｓｈｅｒ，１９２７．

［２］　ＳａｎｔｉｌｌｉＲＭ．ＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｍｅｃｈａｎｉｃｓⅡ

［Ｍ］．ＮｅｗＹｏｒｋ，ＵＳＡ：Ｓｐｒｉｎｇｅｒ，１９８３．

５２４Ｎｏ．４ ＳｏｎｇＣｈｕａｎｊｉｎｇ，ｅｔａｌ．ＰｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎｔｏＮｏｅｔｈｅｒＳｙｍｍｅｔｒｉｅｓａｎｄＡｄｉａｂａｔｉｃＩｎｖａｒｉａｎｔｓ…



［３］　ＭｅｉＦＸ，ＳｈｉＲＣ，ＺｈａｎｇＹＦ，ｅｔａｌ．Ｄｙｎａｍｉｃｓｏｆ

Ｂｉｒｋｈｏｆｆｓｙｓｔｅｍｓ［Ｍ］．Ｂｅｉｊｉｎｇ，Ｃｈｉｎａ：ＢｅｉｊｉｎｇＵｎｉ

ｖｅｒｓｉｔｙｏｆＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，１９９６．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［４］　ＬｉＹＭ．Ｌｉｅｓｙｍｍｅｔｒｉｅｓ，ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎｔｏｓｙｍｍｅｔｒｉｅｓ

ａｎｄａｄｉａｂａｔｉｃｉｎｖａｒｉａｎｔｓｏｆｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＢｉｒｋｈｏｆｆｓｙｓ

ｔｅｍｓ［Ｊ］．ＣｈｉｎＰｈｙｓＬｅｔｔ，２０１０，２７：０１０２０２．

［５］　ＬｉＹＭ，ＭｅｉＦＸ．Ｓｔａｂｉｌｉｔｙｆｏｒｍａｎｉｆｏｌｄｓｏｆｅｑｕｉｌｉｂ

ｒｉｕｍｓｔａｔｅｓｏｆｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＢｉｒｋｈｏｆｆｓｙｓｔｅｍ ［Ｊ］．Ｃｈｉｎ

ＰｈｙｓＢ，２０１０，１９：０８０３０２．

［６］　ＷａｎｇＣＤ，ＬｉｕＳＸ，ＭｅｉＦＸ．ＧｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＰｆａｆｆ

ＢｉｒｋｈｏｆｆｄＡｌｅｍｂｅｒｔｐｒｉｎｃｉｐｌｅａｎｄｆｏｒｍｉｎｖａｒｉａｎｃｅｏｆ

ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＢｉｒｋｈｏｆｆｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＡｃｔａＰｈｙｓＳｉｎ，

２０１０，５９：８３２２．

［７］　ＧａｌｉｕｌｌｉｎＡＳ，ＧａｆａｒｏｖＧＧ，ＭａｌａｉｓｈｋａＲＰ，ｅｔａｌ．Ａｎａ

ｌｙｔｉｃａｌｄｙｎａｍｉｃｓｏｆＨｅｌｍｈｏｌｔｚ，ＢｉｒｋｈｏｆｆａｎｄＮａｍｂｕｓｙｓ

ｔｅｍｓ［Ｍ］．Ｍｏｓｃｏｗ：ＵＦＮ，１９９７．（ｉｎＲｕｓｓｉａｎ）

［８］　ＲｉｅｗｅＦ．ＮｏｎｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｖｅＬａｇｒａｎｇｉａｎａｎｄＨａｍｉｌｔｏ

ｎｉａｎｍｅｃｈａｎｉｃｓ ［Ｊ］．ＰｈｙｓＲｅｖＥ，１９９６，５３（２）：

１８９０１８９９．

［９］　ＲｉｅｗｅＦ．Ｍｅｃｈａｎｉｃｓｗｉｔｈｆｒａｃｔｉｏｎａｌｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓ［Ｊ］．

ＰｈｙｓＲｅｖＥ，１９９７，５５（３）：３５８１３５９２．

［１０］ＡｇｒａｗａｌＯＰ．ＦｏｒｍｕｌａｔｉｏｎｏｆＥｕｌｅｒＬａｇｒａｎｇｅｅｑｕａ

ｔｉｏｎｓｆｏｒｆｒａｃｔｉｏｎａｌｖａｒｉａｔｉｏｎａｌｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｊ］．ＪＭａｔｈ

ＡｎａｌＡｐｐｌ，２００２，２７２（１）：３６８３７９．

［１１］ＡｇｒａｗａｌＯＰ，ＭｕｓｌｉｈＳＩ，ＢａｌｅａｎｕＤ．Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ

ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌｃａｌｃｕｌｕｓｉｎｔｅｒｍｓｏｆｍｕｌｔｉｐａｒａｍｅｔｅｒｓｆｒａｃ

ｔｉｏｎａｌｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓ［Ｊ］．ＣｏｍｍｕｎＮｏｎｌｉｎｅａｒＳｃｉＮｕｍｅｒ

Ｓｉｍｕｌ，２０１１，１６（１２）：４７５６４７６７．

［１２］ＺｈｏｕＹ，ＺｈａｎｇＹ．ＦｒａｃｔｉｏｎａｌＰｆａｆｆＢｉｒｋｈｏｆｆｐｒｉｎｃｉｐｌｅ

ａｎｄＢｉｒｋｈｏｆｆ′ｓｅｑｕａｔｉｏｎｓｉｎｔｅｒｍｓｏｆＲｉｅｓｚｆｒａｃｔｉｏｎａｌ

ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓ［Ｊ］．ＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｆＮａｎｊｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ

ｏｆＡｅｒｏｎａｕｔｉｃｓａｎｄ Ａｓｔｒｏｎａｕｔｉｃｓ，２０１４，３１（１）：

６３６９．

［１３］ＢａｌｅａｎｕＤ，ＭｕｓｌｉｈＳＩ，ＲａｂｅｉＥ Ｍ．Ｏｎｆｒａｃｔｉｏｎａｌ

ＥｕｌｅｒＬａｇｒａｎｇｅａｎｄＨａｍｉｌｔｏｎｅｑｕａｔｉｏｎｓａｎｄｔｈｅｆｒａｃ

ｔｉｏｎａｌｇｅｎｅｒａｌｉｚａｔｉｏｎｏｆｔｏｔａｌｔｉｍｅｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ ［Ｊ］．

ＮｏｎｌｉｎｅａｒＤｙｎ，２００８，５３（１／２）：６７７４．

［１４］ＪａｒａｄＦ，ＡｂｄｅｌｊａｗａｄＴ，ＢａｌｅａｎｕＤ．Ｆｒａｃｔｉｏｎａｌｖａｒｉａ

ｔｉｏｎａｌｏｐｔｉｍａｌｃｏｎｔｒｏｌｐｒｏｂｌｅｍｓｗｉｔｈｄｅｌａｙｅｄａｒｇｕ

ｍｅｎｔｓ［Ｊ］．ＮｏｎｌｉｎｅａｒＤｙｎ，２０１０，６２（３）：６０９６１４．

［１５］ＡｌｍｅｉｄａＲ，ＴｏｒｒｅｓＤＦＭ．Ｎｅｃｅｓｓａｒｙａｎｄｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔ

ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｆｏｒｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌｃａｌｃｕｌｕｓｏｆｖａｒｉａｔｉｏｎｓ

ｗｉｔｈＣａｐｕｔｏｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓ［Ｊ］．ＣｏｍｍｕｎＮｏｎｌｉｎｅａｒＳｃｉ

ＮｕｍｅｒＳｉｍｕｌ，２０１１，１６（３）：１４９０１５００．
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